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ВВЕДЕНИЕ 
 
Методические указания к выполнению практических занятий разрабо-

таны в соответствии с федеральным государственным образовательным 
стандартом по специальности СПО 15.02.12 Монтаж, техническое обслу-
живание и ремонт промышленного оборудования (по отраслям) и рабочей 
программой учебной дисциплины ЕН.01 Математика. 

Освоение дисциплины ЕН.01 Математика предполагает практическое 
осмысление ее разделов и тем на практических занятиях, которые ориен-
тированы на развитие логического мышления, пространственного вообра-
жения, алгоритмической культуры, необходимой для будущей профессио-
нальной деятельности, для продолжения образования и самообразования; 
овладение математическими знаниями и умениями, необходимыми в по-
вседневной жизни, для изучения смежных естественнонаучных дисциплин 
и дисциплин профессионального цикла. 

В результате изучения учебной дисциплины ЕН.01Математика обу-
чающийся должен 

уметь: 
У1. Анализировать сложные функции и строить их графики  
У2. Выполнять действия над комплексными числами 
У3. Вычислять значения геометрических величин 
У4. Производить действия над матрицами и определителями 
У5. Решать задачи на вычисление вероятности с использованием эле-

ментов комбинаторики 
У6. Решать прикладные задачи с использованием элементов диффе-

ренциального и интегрального исчислений 
У7. Решать системы линейных уравнений различными методами 
знать: 
З1. Основные математические методы решения прикладных задач; 
З2. Основы дифференциального и интегрального исчислений; 
З3. Основные методы и понятия математического анализа, линейной 

алгебры; 
З4. Теории комплексных чисел, теории вероятностей и математиче-

ской статистики; 
З5. Роль и место математики в современном мире при освоении про-

фессиональных дисциплин и в сфере профессиональной деятельности. 
Комплекс практических занятий является вспомогательным инстру-

ментом при формировании у обучающихся общей системы знаний, приоб-
ретении необходимых умений и должен способствовать формированию 
общих компетенций (ОК) и профессиональных компетенций (ПК): 

ПК 1.1. Осуществлять работы по подготовке единиц оборудования к 
монтажу 

ПК 1.2. Проводить монтаж промышленного оборудования в соответ-
ствии с технической документацией 
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ПК 1.3. Производить ввод в эксплуатацию и испытания промышлен-
ного оборудования в соответствии с технической документацией 

ПК 2.1. Проводить регламентные работы по техническому обслужи-
ванию промышленного оборудования в соответствии с документацией за-
вода-изготовителя 

ПК 2.2. Осуществлять диагностирование состояния промышленного 
оборудования и дефектацию его узлов и элементов 

ПК 2.3. Проводить ремонтные работы по восстановлению работоспо-
собности промышленного оборудования 

ПК 2.4. Выполнять наладочные и регулировочные работы в соответ-
ствии с производственным заданием 

ПК 3.1. Определять оптимальные методы восстановления работоспо-
собности промышленного оборудования 

ПК 3.2. Разрабатывать технологическую документацию для проведе-
ния работ по монтажу, ремонту и технической эксплуатации промышлен-
ного оборудования в соответствии требованиям технических регламентов 

ПК 3.3. Определять потребность в материально-техническом обеспе-
чении ремонтных, монтажных и наладочных работ промышленного обору-
дования 

ПК 3.4. Организовывать выполнение производственных заданий под-
чиненным персоналом с соблюдением норм охраны труда и бережливого 
производства 

ОК 1. Выбирать способы решения задач профессиональной деятель-
ности, применительно к различным контекстам 

ОК 2. Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, не-
обходимой для выполнения задач профессиональной деятельности 

ОК 3. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и 
личное развитие 

ОК 4. Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодейство-
вать с коллегами, руководством, клиентами 

ОК 5. Осуществлять устную и письменную коммуникацию на госу-
дарственном языке с учетом особенностей социального и культурного кон-
текста 

ОК 6. Проявлять гражданско-патриотическую позицию, демонстриро-
вать осознанное поведение на основе традиционных общечеловеческих 
ценностей 

 
 

ТРЕБОВАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ И  
ОФОРМЛЕНИЮПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

 
1. Все работы выполняются в тетради для практических занятий. 
2. Работы оформляют чернилами одного цвета аккуратным и разбор-

чивым почерком. 
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3. Условия задач должны быть переписаны полностью. 
4. Приступая к решению, внимательно изучите методические указания 

к работе. 
5. Уделите внимание вопросам для самоконтроля. 
6. Решение сопроводите краткими пояснениями, указав используемые 

формулы. 
7. Геометрические построения следует выполнять карандашом с по-

мощью чертёжных инструментов. 
8. Задания к практическим занятиям имеют 15 вариантов.  
9. Каждый обучающийся выполняет свой вариант. 
Оценка результатов выполнения практических заданий производится 

в соответствии с универсальной шкалой: 
Качественная оценка  

индивидуальных образовательных достижений 
Процент  

результативности  
(правильных ответов) балл (отметка) вербальный аналог 

84 ÷ 100 5 отлично 
67 ÷ 83 4 хорошо 
50 ÷ 66 3 удовлетворительно 

менее 50 2 неудовлетворительно 

 
 

ТЕМАТИКА ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 
 

Номер 
раздела 

Номер и тема занятия Кол-во 
часов 

Код ПК, ОК 

1 2 3 4 

1 
Практическое занятие № 1. Построение графиков 
реальных функций с помощью геометрических 
преобразований 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 2. Нахождение пределов 
функций с помощью замечательных пределов 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 3. Вычисление произ-
водных функций 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 4. Применение произ-
водной к решению практических задач 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 5. Нахождение неопре-
деленных интегралов различными и методами 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 6. Вычисление опреде-
ленных интегралов 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

1 
Практическое занятие № 7. Применение опреде-
ленного интеграла в практических задачах 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

2 Практическое занятие № 8. Действия с матрицами 2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

2 
Практическое занятие № 9. Нахождение обратной 
матрицы 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

3 
Практическое занятие № 10. Решение систем ли-
нейных уравнений методами линейной алгебры 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
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1 2 3 4 

3 
Практическое занятие № 11. Решение СЛАУ раз-
личными методами 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

 
Практическое занятие № 12. Выполнение опера-
ций над множествами 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

 
Практическое занятие № 13. Основные понятия 
теории графов 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

 
Практическое занятие № 14. Комплексные числа 
и действия над ними 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 

 
Практическое занятие № 15. Решение практиче-
ских задач на определение вероятности события 

2 
ОК 01-06, ПК1.1-1.3. 

ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
 ИТОГО: 30  

 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1 

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ РЕАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ  
С ПОМОЩЬЮ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

 
Цель: 
- сформировать навыки исследования функций по первой и второй 

производной; 
- развить способность применения результатов исследования к по-

строению графика функции; 
- закрепить навыки дифференцирования степенных и дробных функций; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У1,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, стенды «Правила дифференцирования». 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1) Изучить краткие теоретические сведения; 
2) Выполнить задания; 
3) Сделать вывод по работе; 
4) Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
1. Исследование функции на монотонность и экстремум 
Возрастающие и убывающие функции называют монотонными, а 

промежутки, в которых функция возрастает или убывает,- промежутками 
монотонности. Возрастание и убывание функции y = f(x) характеризуется 
знаком её первой производной: 

- если в некотором промежутке первая производная f ´(x)>0, то функ-
ция возрастает в этом промежутке; 

- если в некотором промежутке первая производная f ´(x)<0, то функ-
ция убывает в этом промежутке. 

Точки минимума и максимума функции называются точками экс-
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тремума функции. Ими являются только критические точки, т.е. точки, в 
которых производная равна нулю или терпит разрыв. Если при переходе 
через критическую точку х0 производная  f ´(x) меняет знак, то функция     
y = f(x) имеет в точке х0экстремум: 

~ максимум (max), если производная у′  меняет знак с “+” на “-“;    
~ минимум (min), если производная у′  меняет знак с “-“ на “+”; 

~ если знак у′  не меняется, то функция не имеет экстремума в данной 
точке. 

Алгоритм исследования функции на монотонность и экстремум: 
1. Найти производную функции у′ . 
2. Приравнять у′  к нулю, решить уравнение, найти критические точки. 
3. Исключить критические точки из области определения )(xD , ука-

зать интервалы знакопостоянства у′ .  
4. На каждом интервале определить знак производной у′ . 
5. По знаку производной у′  установить монотонность функции на ин-

тервалах: 
при 0≥′у  функция y = f(x) возрастает ↑, при 0≤′у  функция убывает  ↓. 

6. Найти экстремумы функций, исследуя знак производной у′  в окре-
стности каждой критической точки. 

7. Вычислить значения экстремумов в критических точках. 
8. Результаты исследования занести в таблицу. 
9. Построить схематический график данной функции. 

Пример 1. Исследовать функцию 
3

1
2

3

1 23 −+= хху   на монотонность и 

экстремум. 
Решение: Найдём первую производную функции у′  

1) ;4)
3

1
2

3

1
( 223 хххху +=′−+=′  

2) х2+4х=0; х(х+4)=0; х1=0 или х2=-4;   
3) );0()0;4()4;( +∞∪−∪−−∞ - интервалы знакопостоянства; 

4) 
2( 5) ( 5) 4( 5) 25 20 5 ( )у′ − = − + − = − = + ;  

2( 1) ( 1) 4( 1) 1 4 3( )у′ − = − + − = − = − − ; 
2(1) 1 4 1 1 4 5 ( )у′ = + ⋅ = + = +  

 
  + - +  f ’(x)          
         -4             0                  
5) );0()4;( +∞∪−−∞∈х )(↑ , )0;4(−∈х )(↓  
 
6)                max            min 
 + - +  f ’(x)          
         -4             0                  
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7) 
3 21 1 1

( 4) ( 4) 2( 4) 10 ;
3 3 3маху у= − = ⋅ − + − − =

3

1
)0(min −== yу

. 
8) Результаты исследования: 

х )4;( −−∞  -4 (-4;0) 0 );0( +∞  
у′  + 0 - 0 + 

у ↑ max 
3

1
10  ↓  min

3

1−  ↑ 

 

9) График функции 
3 21 1

2
3 3

у х х= + −
 изображён на рис.1 

 
 
2. Исследование графика функции на выпуклость и точку перегиба 
Промежутки, в которых график функции обращён выпуклостью вверх 

или вниз, называются промежутками выпуклости графика функции. Вы-
пуклость графика функции y = f(x) характеризуется знаком её второй про-
изводной: 

- если в некотором промежутке вторая производная f ´´(x)>0, то гра-
фик функции выпуклый вниз в этом промежутке; 

- если в некотором промежутке вторая производная f ´´(x)<0, то гра-
фик функции выпуклый вверх в этом промежутке. 

Точка графика функции y = f(x), разделяющая промежутки выпукло-
сти противоположных направлений, называется точкой перегиба. Точками 
перегиба могут служить только критические точки, в которых вторая 
производнаяf ´´(x) равна нулю или терпит разрыв. Если при переходе через 
критическую точку х0 вторая производная f ´´(x) меняет знак, то график 
функции имеет точку перегиба (х0;у0). 

Алгоритм исследования функции на выпуклость и точку перегиба: 
1. Найти вторую производную функции у´´. 
2. Приравнять y´́  к нулю, решить уравнение, найти критические точки. 
3. Исключить критические точки из области определения )(xD , указать 

интервалы знакопостоянства y´́ . 
4. На каждом интервале определить знак второй производной y´́ . 
5. По знаку производной y´́  установить направление выпуклости гра-
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фика функции: при y´́ >0 график выпуклый вниз ∪, при y´́  <0 график вы-
пуклый вверх ∩. 

6. Найти точку перегиба, если она существует. 
7. Результаты исследования занести в таблицу. 
8. Построить схематический график данной функции. 

Пример 2. Исследовать функцию 
3

1
2

3

1 23 −+= хху  на выпуклость и точку 

перегиба. 

Решение: Найдём первую и вторую производные функции у и у
′ ′′  

1) ;4)
3

1
2

3

1
( 223 хххху +=′−+=′

2( 4 ) 2 4;у х х х′′ ′= + = +  

2) 2х + 4 = 0; х = -2 – крит. точка   

3) ( ; 2) ( 2; )−∞ − ∪ − +∞  

4) ( 5) 5 2 4 10 4 6 ( )у′′ − = − ⋅ + = − + = − − ;  
(1) 1 2 4 2 4 6 ( )у′′ = ⋅ + = + = +  

 
  - +  f ’’(x)          
           -2            

5) ( ; 2)график выпуклый ;х вверх∈ −∞ − ∩ ( 4;0)график выпуклый вниз .х∈ − ∪  
6) Точка перегиба существует при х = -2. Найдём ординату этой точ-

ки: у(-2)= 5. 
Итак, (-2;5) – точка перегиба. 
7) Результаты исследования: 

х ( ; 2)−∞ −  -2 ( 2; )− +∞  
y´´ - 0 + 
у ∩ 5 ∪ 

8) График функции 
3 21 1

2
3 3

у х х= + −
 изображён на рис.2 

 
 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Исследовать функции и построить их графики.  

Точка перегиба 
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Вариант 1. 

1.а)
3 21 5

6
3 2

у х х х= − +
            б)

3 29 24 12у х х х= − − + ;               в)  
Вариант 2. 

1.а) 
3 21 4

3
3 3

у х х= + −
            б)

3 26 24 5у х х х= − + + − ;                в) ; 
Вариант 3. 

1. а)
3 21 1

6
3 2

у х х= − +
            б)

3 29 24 1у х х х= − + − ;                   в)  
Вариант 4. 

1. а)
3 23 4у х х= + +                 б)

3 22
4 10

3
у х х= + −

;                       в)  
Вариант 5. 

1. а)
3 21

3 6
3

у х х= − +
             б)

3 23 24 8у х х х= + + − ;                   в)  
Вариант 6. 

1. а)
3 21

2
3

у х х= −
                   б)

3 23 4у х х= + + ;                            в)  
Вариант 7. 

1. а)
3 21 1

3 3
у х х= + +

               б)
3 26 9 3у х х х= − + − ;                    в)  

Вариант 8. 

1. а)
3 21

1
3

у х х= − + −
             б)

3 26 4у х х= + + ;                            в)  
Вариант 9. 

1. а)
3 21

2 4
3

у х х= − − +
           б)

3 26 6 2у х х х= − + − ;                    в)  
Вариант 10. 

1. а)
3 21

2
3

у х х= +
                    б)

3 22 9 12 8у х х х= − + − ;                в)  
Вариант 11. 

1. а)
3 21

3 4
3

у х х x= + − −
      б)

3 22 3 12 8у х х х= − − +                в)  
Вариант 12. 

1.а)
3 21

2 3 4
3

у х х x= − + +
    б)

3 22 9 12 2у х х х= + + −             в) ( ) ( )
;

8*1

x

xx
y

++=  

Вариант 13. 

1.а)
3 21

3 5 5
3

у х х x= − + +
       б)

3 29 24 1у х х х= − − + + ;                 в)  
Вариант 14. 
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1. а)
31

4
3

у х х= −
                     б)

3 26 24 5у х х х= − + + − ;                 в)  
Вариант 15. 

1. а)
3 21

3
у х х= −

                     б)
3 23 24 8у х х х= + + − ;                    в)  

Вопросы для самоконтроля: 
1. Что такое область определения и область значений функции? 
2. Какая функция является чётной (нечётной)? 
3. Что такое экстремумы функции? 
4. Условия существования максимума и минимума функции. 
5. Как найти точку перегиба графика? 
6.Условия выпуклости графика функции. 

 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2 

НАХОЖДЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ  
ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫХ ПРЕДЕЛОВ 

 
Цель: 
- сформировать навыки вычисления первого и второго замечательных 

пределов; 
- развить умение преобразования выражения к заданному виду; 
- закрепить знания о тригонометрических тождествах; 
Формируемые умения, знания, компетенции: З3,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, 
ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; стенд «Основные тождества тригонометрии» 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
При вычислении пределов выражений, содержащих тригонометриче-

ские функции, часто используют предел: 

0 0

s in
l im l im 1

s inх х

х х

х х→ →
= =

 – первый замечательный предел; 
При вычислении пределов выражений, содержащих показательные 

функции с основанием е, обычно используют равенства: 
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1
lim 1

х

х
e

х→∞

 + = 
  ; 

( )1

0
lim 1 х

х
х е

→
+ =

 – второй замечательный предел; 
Число е – иррациональное, е ≈ 2,7182818…≈ 2,718. 
При вычислении замечательных пределов для раскрытия неопреде-

лённости вида [0/0] нередко применяют принцип замены бесконечно ма-
лых функций эквивалентными. А именно: 
sin 0, tg 0 .х х при х х х при х→ →� �  

Приведем примеры часто встречающихся методов вычисления заме-
чательных пределов. 

Пример 1. Найти предел: 

1

0

3
;

3l im
x

x

x

→

+ 
 
   

Решение: 
Выполнив преобразования и используя формулу ( ) ex x

x

=+
→

1

0

1lim , находим: 

33/1

3/1/3

0

3/1/3

0

/1

0 3
1

3
1

3

3
limlimlim ee

xxx
x

x

x

x

x

x

==


















 +=






 +=






 +
→

⋅

→→

. 

Пример 2. Найти предел: 
3

1 ;l im
x

x x→ ∞

 + 
   

Решение: Выполнив преобразования и используя формулу 
1

lim 1
х

х
e

х→ ∞

 + = 
  , находим: 

( ) ( ) 3
3 3 3

33 3 3 1
1 1 1 .

3 3l im lim lim
х хx

x x x

e
x x x

⋅

→ ∞ → ∞ → ∞

       + = + = + =     
         

Пример 3. Найти предел: 0

s in 2
;

3l im
x

х

х→  
Решение: В данном случае пределы числителя и знаменателя при 

0х→  равны нулю, имеем неопределенность вида [0/0]. Введём замену 3х=t, 
тогда при  

0х →  переменная  0t → , поэтому 

0 0 0 0

s i n 2 s i n t 3 s i n t 3 s i n t 3 3
1 ;

3 2 3 2 2 2 2l i m l i m l i m l i m
x t t t

х

х t t t→ → → →
= = ⋅ = = ⋅ =

⋅  
Задания для самостоятельного выполнения: 
Найти замечательные пределы функций. 
Вариант 1. 

1.  
( )7 2

0

1 4 ;lim
х

x

x
→

−
            2. 

7
1 ;lim

x

x x→ ∞

 + 
                 3. 0

s i n 2
;

3l i m
x

х

х→  
Вариант 2. 

1.   
( )5/

0

1 2 ;lim
x

x

x
→

+
            2. 

5 1
;

5lim
x

x

x

x→ ∞

+ 
 
              3. 2

0

;l i m
x

t g х

х→  
Вариант 3. 

1. 
( )3 4

0

1 8 ;lim
х

x

x
→

−
             2. 

3
2

1 ;
3lim

x

x x→ ∞

 + 
              3. 0

s i n 3
;

5l i m
x

х

х→  
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Вариант 4. 

1.   
( )3/ (5 )

0

1 4 ;lim
x

x

x
→

+
         2. 

5
1 ;

4l im
x

x x→ ∞

 − 
             3. 0

5
;

s in 7l im
x

tg х

х→  
Вариант 5. 

1.  
( )5 3

0

1 9 ;lim
х

x

x
→

−
            2. 

5
1

1 ;l im
x

x x→ ∞

 + 
              3. 0

s in
;l im

x

х

t g х→  
Вариант 6. 

1.   
( )1/ (15 )

0

1 5 ;lim
x

x

x
→

+
        2. 

3
4

1 ;lim
x

x x→ ∞

 + 
              3. 0

s in
;l im

x

tg х х

х→

−

 
Вариант 7. 

1. 
( )2 3

0

1 7 ;lim
х

x

x
→

−
             2. 

5
1 ;

4l im
x

x x→ ∞

 − 
             3. 0

s in 2
;l im

x

х

х→  
Вариант 8. 

1. 2. 
2 1

;
2l im

x

x

x

x→ ∞

+ 
 
       2. 

2
4

1 ;
3l im

x

x x→ ∞

 + 
          3. 0

s in 2 s in 3
;l im

x

х х

х→

−

 
Вариант 9. 

1.   
( )4 3

0

1 3 ;lim
х

x

x
→

−
           2. 

7 1
;

7lim
x

x

x

x→ ∞

+ 
 
             3. 0

s in 5
;

4l im
x

х

х→  
Вариант 10. 

1.   2. 

3
1 ;lim

x

x x

−

→∞

 + 
           2. 

9
1 ;

2lim
x

x x→ ∞

 − 
            3. 

2
0

;
2l im

x

tg х

х→  
Вариант 11. 

1. 
( )3 2

0

1 4 ;lim
х

x

x
→

−
             2. 

2
3 2

;
3lim

x

x

x

→∞

+ 
 
            3. 0

9
;

s in 6l im
x

tg х

х→  
Вариант 12. 

1.    

2

0

5
1 ;

3lim
x

x x→

 + 
             2. 

4
8

1 ;lim
x

x x→ ∞

 + 
            3. 0

s in 3
;

4l im
x

х

t g х→  
Вариант 13. 

1.  
( )5 3

0

1 6 ;lim
х

x

x
→

−
            2. 

5
1

;lim
x

x

х

х→ ∞

+ 
 
             3. 0

s in
;

2l im
x

tg х х

х→

−

 
Вариант 14. 

1.    
( )8/

0

1 3 ;lim
x

x

x
→

+
           2. 

3
1 ;

4lim
x

x x→∞

 − 
              3. 0

s in 3
;l im

x

х

х→  
Вариант 15. 

1.  
( )2

0

1 5 ;lim
х

x

x
→

−
         2. 

4
3

;
1 3lim

x

x

х

х→∞

 
 +             3. 0

s in 4 s in 2
;l im

x

х х

х→

−

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Запишите первый замечательный предел. 
2. Запишите второй замечательный предел. 
3. Объясните принцип эквивалентности бесконечно малых функций. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИЙ  
 
Цель: 
- сформировать навыки нахождения производных функций по прави-

лам дифференцирования суммы и разности, произведения и частного; 
- развить умение вычисления значения производной при заданном 

значении аргумента; 
- закрепить знания о способах преобразования степенных выражений; 
Формируемые умения, знания, компетенции: З3,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, стенды «Правила дифференцирования»; 
Время выполнения: 4 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
Производной функции y=f(x) в точке х0называется предел отношения 

приращения функции ∆f к приращению аргумента ∆х, когда последнее 
стремится к нулю: 

y′ = f′(x) = 0
lim
x

f

x∆ →

∆
∆ =

( ) ( )
lim

0

f x x f x

xx

+ ∆ −
∆∆ → ; 

Функция, имеющая конечную производную, называется дифферен-
цируемой. 

Операция нахождения производной называется дифференцированием. 
Таблица формул дифференцирования: 
1. 0=′c                                                  7. kbkx =′+ )(  
2. 1=′x ,   1=′u 8. unиu nn ′=′ −1)(  
3. =′± )( vu vu ′±′ .                                  9. cucu =′)( ′.  
4. uvvuuv ′+′=′)( .                                  10. )()()))((( xgxfxgf ′⋅′=′  

5.
2

u vu uv

v v

′ ′ ′−  = 
  .                                 11. )( ′u =

u

u

2

′ ;                                                                                                                                              

6.
2

c cv

v v

′ ′  = − 
  .                                                                                                                                                                           

Здесь u и  v  - дифференцируемые функции от x, а C – постоянная ве-
личина. 

Рассмотрим технику вычисления производных функций на конкрет-
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ных примерах. 
Пример 1. Найти производную функции при данном значении аргу-

мента: 
( )3 25 2 6 7, ' 1 ;у х х х у= + − + −  

Решение: 
1. Применив последовательно правила дифференцирования суммы и 

степени: ( ) ( ) ,';''' 1−=+=+ nn nxxvuvu имеем:           

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2 3 2 2

2

2

' 5 2 6 7 ' 5 ' 2 6 ' 7 ' 5 ' 2 ' 6 ' 7 ' 5 3

2 2 6 1 0 15 4 6;

' 1 15 1 4 1 6 15 4 6 5

y x x x x x x x x x x

x x x

y

= + − + = + − + = + − + = ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ + = + −

− = − + − − = − − =
 

Пример 2. Найти производную функции при данном значении аргумента: 
( )3 22 1, ' 2 ;y x x y= −  

Решение: 
Применив правило дифференцирования произведения: ( ) ''' uvvuvu +=⋅ , 

имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

3 2 3 2 3 2 2 2 3 2

2

2 2 43 4 2 4 4 2
2 2

2 2 2 2

4 2

2

1
' 2 1 ' 2 ' 1 2 1 ' 2 3 1 2 1 '

2 1

6 1 2 6 6 2 8 6
6 1 2 ;

1 1 1 1

8 2 6 2 128 24 104
' 2 .

3 32 1

y x x x x x x x x x x
x

x x xx x x x x x
x x x

x x x x

y

= ⋅ − = − + − = ⋅ − + ⋅ − =
−

− + − + −= − + = = =
− − − −

⋅ − ⋅ −= = =
−

 

Пример 3. Найти производную функции при данном значении аргумента: 

( )
2

2

2
, ' 1 .

2

x
y y

x

−=
+  

Решение: Применив правило дифференцирования частно-

го: ,
''

2

'

v

uvvu

v

u −=






  имеем: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

' 2 2 2 2 2 22

2 22 2 2

3 3
'

2 2 22 2 2

2 ' 2 2 2 ' 2 2 2 22
'

2 2 2

2 4 2 4 8 8 1 8
; 1

9.2 2 1 2

x x x x x x x xx
y

x x x

x x x x x
y

x x

− + − − + + − − −= = = = +  + +

+ − + ⋅= = = =
+ + +

 
Если y=f(x) и  u=φ(x) – дифференцируемые функции  своих аргумен-

тов, то производная сложной функции y=f (φ(x)) существует и равна про-
изведению производной функции y по промежуточному аргументу u на 
производную промежуточного аргумента u по независимой переменной x: 

′⋅′=′ u xy uy x ; 

Аналогичная формула верна и для сложных функций, которые зада-
ются с помощью цепочки, содержащей три звена и более.  

Пример 4. Найти производную функции при данном значении аргу-
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мента: 

( ) ( )332 10 , ' 3 ;y х y= +
 

Решение: Преобразуем коренную функцию по свойст-

ву
mn m nu u= и продифференцируем её по формуле 

1( )n nu n и u−′ ′= ⋅ ⋅ : 

( ) ( ) ( )
,

3 ,, 3 3 3 2 3 3 2 1 3 3 1 2 2

2 3 1 2 2 3 , 2 3

3 3
2 10 (2 10) (2 10) 2 10 (2 10) 6

2 2

9 (2 10) 9 2 10; (3) 9 3 2 3 10 648.

y х х х х х х

х х х х y

−= + = + = + ⋅ + = + ⋅ =

= ⋅ + = ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ + =
 

Задания для самостоятельного выполнения: 
Найти производные функций при данном значении аргумента. 
Вариант 1. 

1.  
4 32

( ) 5 3 7; (2).
x

y x x x y
x

′= − + +
                       2.  ( )( ) 1 1; (5).y x x x y′= + −  

3.  
)3(';

2
)( y

x

x
xy

−=
.                             4. ( ) ( )323 5 , ' 2 ;y х y= +

 
Вариант 2. 

1.  
).1(';124

5
6)( 23 yx

x

x
xxy −+−=

                    2.  ( ) ).4(';122)( yxxxy −+=  

3.  
)1(';

1
)(

2

2

y
x

xx
xy

+−=
.                    4. ( )3 5(12 4 ) , ' 3 ;y х х y= +  

Вариант 3. 

1.  
).1(';

1
1142)( 2 y

х
ххxxy ++−+=

                 2.  ( ) ).2(';11)( 2 yxxxy −−=  

3.  
)5(';

1
)(

2

y
x

x
xy

−=
.                        4. ( ) ( )433 2 4 , ' 1 ;y х х y= −

 
Вариант 4. 

1.  
).1(';

312
104)(

3
y

xxx

x
xxy +−−+=

             2.  ( ) ).3(';36)( 22 yxxxy −+=  

3.  
)3(';

1

6
)(

2
y

x

x
xy

+
=

.                  4. ( )3 5 22(15 4) , ' 1 ;y х y= +  
Вариант 5. 

1.  
).1(';

2

1
5

2
3)( y

xxx

x
xxy ++−=

                       2.  ( ) ).2(';11)( 2 yxxxy ++=  

3.  
)5(';

1

165
)(

2

y
x

xx
xy

+
++=

                     4. ( ) ( )326 3 , ' 1 ;y х y= −
 

Вариант 6. 

1.  
).1(';

22
223)( 3 y

xx
xxxy +++−=

                 2.  ( ) ).6(';231)( yxxxy −−=  

3.  
)4(';

1
)( y

x

x
xy

+
=

.                         4. ( )3 4(11 5 ) , ' 3 ;y х х y= −  
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Вариант 7. 

1.  
).1(';5

2
4)( 3

2
2 yx

x

x
xxy ++−=

                    2.  ( ) ).2(';14)( 22 yxxxy −+=  

3.  
)1(';

8
)(

3

3

y
x

x
xy

+
=

.                          4. ( ) ( )534 8 2 , ' 3 ;y х х y= +
 

Вариант 8. 

1.  
).1(';6

28
62)( 3 y

хx
ххxy −+−+=

             2.  ( ) ).3(';12)( 22 yxxxy +−=  

3.  
)5(';

4
)(

2

y
x

x
xy

+=
.              4. ( )5 3 22(10 5 ) , ' 2 ;y х х y= −  

Вариант 9. 

1.  
).1(';723

41
)( 2

2
yxx

xx
xy +−+−=

           2.  ( ) ).2(';13)( 22 yxxxy −+=  

3.  
)3(';

1
)(

2
y

xx

x
xy

++
=

.                4. ( ) ( )3212 3 , ' 2 ;y х y= +
 

Вариант 10. 

1.  
).1(';8

23
)(

2
4 3 y

xx
xxy ++−=

                  2.  ( ) ).2(';2112)( yxxxy −−=  

3.  
)1(';

1
)(

3

y
x

x
xy

+=
.                       4. ( )4 2 5(8 4 ) , ' 3 ;y х х y= −  

Вариант 11. 

1.  
).1(';1

1

2

3
2)( y

xx
xxy +−−=

                2.  ( ) ).2(';11)( 23 yxxxxy ++−=  

3.  
)4(';

1

1
)( y

x

x
xy

−
+=

.                         4. ( ) ( )334 5 4 , ' 1 ;y х х y= −
 

Вариант 12 

1.  

2

3 2

5
( ) 2 6 7 ; '(1).y x x x y

х
= − + +

               2.  ( ) ).3(';43)( 2 yxxxy +−=  

3.  
)1(';

4
)(

2

y
x

x
xy

−=
.                     4. ( )3 3 22(14 6 ) , ' 2 ;y х х y= +  

Вариант 13. 

1.  
).1(';92

2

5

2

1
)( 2 yx

x
xxy −+−=

            2.  ( ) ).3(';3213)( 22 yxxxy ++=  

3.  
)1(';

4

4
)( y

x

x
xy

−
+=

.                          4. ( ) ( )5310 8 , ' 2 ;y х y= −
 

Вариант 14. 

1.  
).1(';

2

5
365,2)( 3 y

x
хxxxy −+−=

        2.  ( ) ).8(';43)( 2 yxхxxy −+=  

3.  
)3(';

4
)(

2
y

x

x
xy

+
=

.                      4. ( )5 2 4(8 3 ) , ' 2 ;y х х y= +  
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Вариант 15. 

1.  

2

3 2

6
( ) 4 3 ; '(1).

2

х
y x x x y

х
= − + +

              2.  ( ) ).3(';24)( yxxxy −−=  

3.  
)1(';

5
)(

2

y
x

x
xy

−=
.                          4. ( ) ( )322 4 6 , ' 2 ;y х х y= +

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Правило дифференцирования суммы и разности двух функций. 
2. Сформулируйте правило вычисления производной произведения. 
3. Запишите формулу вычисления производной частного двух функций. 
4. Как найти производную функции при данном значении аргумента? 
5. Правило дифференцирования сложной функции. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 4 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К РЕШЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ 
ЗАДАЧ 

 
Цель: 
- сформировать навыки применения производной к решению при-

кладных задач; 
- развить навыки дифференцирования степенных функций; 
- закрепить знания о наибольшем и наименьшем значениях функции; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У1,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, стенды «Правила дифференцирования». 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
1. Наибольшее и наименьшее значение функции на промежутке 
Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функцииy = 

f(x), непрерывной на некотором промежутке [a;b], необходимо: 
1) Найти производную функции у´. 
2) Найти критические точки – точки, в которых у´ = 0. 
3) Отобрать критические точки, лежащие внутри промежутка [a;b]. 
4) Вычислить значения функций в выбранных точках и на концах 

промежутка [a;b]. 
5) Из полученных значений определить наибольшее и наименьшее 
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значения: уmaxf(x) и уminf(x). 
Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-

ции
3 29 24 1у х х х= − + −  на отрезке [-1;3]. 

Решение: 

1. 
3 2 ' 2( 9 24 1) 3 18 24.у х х х х х′ = − + − = − +  

2. 
2 2

1,2

6 2
3 18 24 0, 6 8 0, 4, 2;4

2
х х х х D х

±− + = − + = = = =
. 

3. Из найденных критических точек внутри отрезка [-1;3] лежит толь-
ко х = 2. 

4. Найдём значения функции
3 29 24 1у х х х= − + −  в точке х=2 и на концах 

отрезка [-1;3]:  
у(-1) = -35, у(2) = 19, у(3) = 17. 
5. Очевидно, что уmax (2) = 19, уmin (-1) = -35. 
2. Мгновенная скорость тела при прямолинейном движении 
Пример 2. Закон прямолинейного движения тела задан уравнением 

S= -t3+3t2+9t+3. Найдите максимальную (минимальную) скорость движе-
ния тела (S - в метрах, t - в секундах). 

Решение: Скорость тела в данный момент времени – есть произ-
водная от пути по времени:V=S’(t) 

V=(-t3+3t2+9t+3)’= -3t 2+6t+9(м/c) 
Исследуем скорость Vна экстремум: 
1)   V’=-6t+6 
2) -6t+6= 0, t = 1 
3) (-∞;1) U(1;+∞)  
4)   V’(-2) =12 + 6 = 18 (+) 
V’(2)=-12+6=-6(-) 

+           max - 
                       1                           V’(t)                                                                     

5)   Vмax= V(1)= -3*12 + 6*1+ 9 = -3+6+9 = 12(м/c) 
 

t (-∞;1) 1 (1;+∞) 
V’ + 0 - 
V  Max12  

 
Ответ: Скорость V движения тела будет максимальной на 1 секунде 

и равна 12(м/с) 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции на промежутке. 
2. Найти максимальную(минимальную) скорость движения тела. 
3. Найти наилучшее решение задачи. 
Вариант 1. 
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1.
3 21

3 4, [ 4;2]
3

у х х x= + − − −
                 2. 

3 23 9 35S t t t= − + + . 
3. Разность двух чисел равна 98. Найти эти числа, если известно, что 

их произведение принимает наименьшее значение. 
Вариант 2. 

1.
4 3 28 10 1, [ 1;2]у х х х= − + + −                2. 

3 2 24 10S t t t= − + − + . 
3. Периметр прямоугольника составляет 56 см. Каковы его стороны, 

если этот прямоугольник имеет наибольшую площадь. 
Вариант 3. 

1. 
3 23 9 35, [0;4]у х х х= − − +                2. 

3 21 1 1
2

3 2 3
S t t t= − − −

. 
3. Площадь прямоугольника составляет 16 см

2. Каковы должны быть 
его размеры, чтобы периметр прямоугольника был наименьшим. 

Вариант 4. 

1.
4 3 28 10 1, [1;6]у х х х= − + +                   2.  

3 21
6

3
S t t t= − − +

. 
3. Известно, что одно из двух чисел на 36 больше другого. Найдите 

эти числа, если известно, что их произведение принимает наименьшее зна-
чение. 

Вариант 5. 

1. 
3 23 9 35, [ 2;2]у х х х= − − + −              2.  

3 26 24 5S t t t= − + + − . 
3. Нужно огородить участок прямоугольной формы забором длиной 

200 м. Каковы должны быть размеры этого прямоугольника, чтобы его 
площадь была наибольшей? 

Вариант 6. 

1.
4 3 28 10 1, [ 2;3]у х х х= − + + −                 2.  

3 21
2 3 5

6
S t t t= − + + +

 
3.Огораживают спортивную площадку прямоугольной формы, пло-

щадь которой равна 2500 м2. Каковы должны быть размеры, чтобы на за-
бор ушло наименьшее количество сетки? 

Вариант 7. 

1. 
3 23 9 35, [ 2;4]у х х х= − − + −             2.  

3 29 24 1S t t t= − + − +  
3. Сумма двух положительных чисел равна а. Каковы эти числа, если 

сумма их кубов является наименьшей? 
Вариант 8. 

1.
4 3 28 10 1, [ 1;7]у х х х= − + + −                 2. 

3 21 1 1
1

6 2 2
S t t t= − + + +

. 
3. Каким должен быть прямоугольник наибольшей площади, который 

можно согнуть изкуска проволоки длиной 50 метров? 
Вариант 9. 

1.
3 29 24 10, [1;5]у х х х= − + − +                2.  

3 21
8 8 5

3
S t t t= − + − −

. 
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3. Произведение двух положительных чисел равно а. Каковы эти чис-
ла, если их сумма является наименьшей? 

 
Вариант 10. 

1. 
3 21

3 4, [ 3;1]
3

у х х x= + − − −
                   2.  

3 23 9 4S t t t= − − +  
3. В равносторонний треугольник со стороной 12 см вписан прямо-

угольник наибольшей площади. Найдите длины сторон прямоугольника. 
Вариант 11. 

1. 
3 29 24 10, [3;6]у х х х= − + − +              2. 

3 21
3 15

3
S t t= − + +

 
3. Разность двух чисел равна 36. Найти эти числа, если известно, что 

их произведение принимает наименьшее значение. 
Вариант 12. 

1. 
3 21

3 4, [ 2;4]
3

у х х x= + − − −
                  2.  

3 29 24 3S t t t= − + − −  
3. В прямоугольный треугольник с катетами 12 и 16 см вписан прямо-

угольник наибольшей площади так, что одна из его сторон лежит на гипо-
тенузе. Найдите длины сторон прямоугольника. 

Вариант 13. 

1.
3 21 1 1

2 , [ 2;2]
3 2 3

у х х x= + − − −
               2.  

3 23 9 3S t t t= − + + +  
3.Периметр прямоугольника составляет 68 см. Каковы его стороны, 

если этот прямоугольник имеет наибольшую площадь. 
Вариант 14. 

1. 
3 29 24 10, [0;3]у х х х= − + − +                2. 

3 21
3 5 3

3
S t t t= − + + +

 
3. Нужно огородить участок прямоугольной формы забором длиной 

100 м. Каковы должны быть размеры этого прямоугольника, чтобы его 
площадь была наибольшей? 

Вариант 15. 

1.
3 23 9 35, [ 4;4]у х х х= − − + −               2. 

3 21
3 4

3
S t t t= − − +

 
3. Площадь прямоугольника составляет 32 см

2. Каковы должны быть 
его размеры, чтобы периметр прямоугольника был наименьшим. 

Вопросы для самоконтроля: 
1. Как найти наибольшее и наименьшее значения функции на проме-

жутке? 
2. Что такое экстремумы функции? 
3. Условия существования максимума и минимума функции. 
4. Как найти максимальную (минимальную) скорость движения тела? 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 5 

НАХОЖДЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЁННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
РАЗЛИЧНЫМИ МЕТОДАМИ 

 
Цель: 
- сформировать навыки интегрирования функций по табличным фор-

мулам и свойствам неопределённых интегралов; 
- развить умение интегрировать методом замены переменной; 
- закрепить знания о свойствах интегралов; 
Формируемые умения, знания, компетенции: З2,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, стенды «Таблица интегралов»; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
Интегрирование – это действие, обратное дифференцированию. С по-

мощью интегрирования по данной производной или дифференциалу функ-
ции находится сама функция. Например, если    67)( xxF =′ ,  то    7)( xxF = , 
т.к. 67 7)( xx =′  

Дифференцируемая функция )(xF , [ ];x a b∈   называется  первообразной  

для функции )(xf  на интервале [ ];a b , если )()( xfxF =′  для каждого 
[ ];x a b∈ . 

Так, для функции  xxf 2cos/1)( =  первообразной служит функ-

ция tgxxF =)( , поскольку  xtgx 2cos/1)( =′ . 

Совокупность всех первообразных функций  )(xf  на интервале [ ];a b , 
называют  неопределенным  интегралом  от функции )(xf  на этом  интер-
вале и пишут CxFdxxf +=∫ )()( . Здесь dxxf )(′  - подынтегральное выраже-

ние; )(xf  -  подынтегральная функция; x  -  переменная  интегрирования; C  
-  произвольная  постоянная   

Например, ,5 54 Cxdxx +=∫ т.к.  .5)( 45 xCx =′+  

Основные свойства неопределенного интеграла: 
1. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегрально-

му выражению: dxxfdxxfd )()( =∫  

2. Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен этой   
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функции, сложенной с произвольной постоянной, т.е.    CxFdxxdF +=∫ )()(  

3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного 
интеграла: dxxfadxxaf )()( ∫∫ =  

4.   Неопределенный интеграл   от алгебраической суммы равен ал-
гебраической сумме неопределенных интегралов от каждой функции: 

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( ( ) .f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫  
Основные формулы интегрирования (табличные интегралы): 

1.  Сxdx +=∫ . 

2.  )1(
1

1

−≠+
+

=
+

∫ nС
n

x
dxx

n
n . 

3.  Сx
x

dx
dxx +== ∫∫

− ln1 . 

4.  .Сedxe xx +=∫  

5.  .
ln

С
a

a
dxa

x
x +=∫  

6.  Сxxdx +−=∫ cossin  

7.  .sincos Сxxdx +=∫  

8.  
Сtgx

x

dx +=∫ 2cos . 

9.   
.

sin2
Сctgx

x

dx +−=∫  

10.  
.arcsin

1 2
Сx

x

dx +=
−∫

 

11.  .
1 2

Сarctgx
x

dx +=
+∫  

Пример 1. Вычислить интеграл: ( )24 3 .x x dx− +∫  
Решение. Используя свойства и формулы табличных интегра-

лов: ∫ +
+

=
+

C
n

x
dxx

n
n

1

1

,     Сxdx +=∫ получим: 

( ) ( )
3 2

2 2 2

3 2

4 3 4 4 12 4 4 12 4 4 12
3 2

4
2 12 ;

3

x x
x x dx x x dx x dx xdx dx x

x x x C

− + = − + = − + = − + =

= − + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Если интеграл трудно привести к табличному с помощью элементарных 
преобразований, то в этом случае пользуются методом подстановки. 

Пример 2. Найти 
2
.

2 3

xdx

x−∫
 

Решение. Произведем постановку  
2 2 1

2 3 , (2 3 ) dx 6 , .
6

t x тогда dt x xdx откуда xdx dt′= − = − ⋅ = − = −
  Далее, получа-
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ем: 
1/2 1 1/2

1/2 2

2

( 1/ 6) 1 1 1 1 1
2 3 .

6 6 1/ 2 1 6 1/ 2 3 32 3

xdx dt t t
t dt C C t C x C

tx

− +
−−= = − ⋅ = − ⋅ + = − ⋅ + = − + = − − +

− +−∫ ∫ ∫
 

Пример 3.   Найти 
2(2 cos ) sin .x xdx+ ⋅∫  

Решение. Сначала положим 
2 cos , (2 cos ) dx sin , sin .t x тогда dt x xdxоткуда xdx dt′= + = + ⋅ = − = − Далее, по-

лучаем:                                               
2 1

2 2 2

3 3

( 2 c o s ) s in ( )
2 1

1 1
( 2 c o s ) .

3 3

t
x xd x t d t t d t C

t C x C

+

+ = − = − = − + =
+

− ⋅ + = − + +

∫ ∫ ∫

 

Пример 4. Вычислить интеграл: ( )43 22 1 .x x dx+∫  
Решение. Приведём данный интеграл к табличному виду. Воспользу-

емся подстановкой .12 3 ux =+  Дифференцируя, имеем ,6 2 dudxx =  откуда 
( ) .612 dudxx =  Подставив в данный интеграл эти выражения, получим: 

( )∫ ∫ +=+⋅==+ C
u

C
u

duudxxx
3056

1

6

1
12

55
4243

. 
Заменив u его выражением через х, находим: 

( ) ( )
5

4 53 2 31
2 1 2 1 .

30 30

u
x x dx C x C+ = + = + +∫

 

Пример 5. Вычислить интеграл:
2

.
1

arctgx
dx

x+∫
Решение. Использу-

ем также метод замены переменной: положим ,tarctgx=  откуда: 

.
1

1
2

dtdx
x

=
+  

Подставив эти выражения в данный интеграл, получим: 

∫ ∫ +==
+

C
t

tdtdx
x

arctgx

21

2

2
 

Заменив t его выражением через х, находим: 

( )∫ +=+=
+

CarctgxC
t

dx
x

arctgx 2
2

2 2

1

21 . 
В практике интегрирования часто встречаются интегралы, для нахож-

дения которых    можно использовать следующие формулы 
:)0,0( постоянныеnk −≠≠  

1. 
Ce

k
dxe kxkx +=∫

1
.

 

2. 
C

a

a

k
dxa

kx
kx +=∫ ln

1
.
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3. 
Ckx

k
kxdx +−=∫ cos

1
.sin

 

4. 
Ckx

k
kxdx +=∫ sin

1
.cos

 

5. 
Ctgkx

kkx

dx +=∫
1

.
cos2  

6. 
Cctgkx

kkx

dx +−=∫
1

.
sin2  

7.
Cx

k

n
arctg

nkxnk

dx +=
+∫

1
.

222  

8. 
Cx

k

n

nxnk

dx +=
−∫ arcsin

1
.

222
 

Так, при нахождении
.10sin∫ xdx  можно использовать формулу  

,cos)/1(sin Ckxkkxdx +−=∫  где .10=k  Тогда sin10 . (1/10)cos10 .xdx x C= − +∫  
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Найти интеграл непосредственным интегрированием. 
2. Найти интеграл методом замены переменной. 
Вариант 1. 

1. 
( )∫ ++− ;1264 23 dxххх                 2. а)   

( )∫ − ;12 23 dxxx              б)   ∫ −
.

cos3

sin

x

xdx

 
Вариант 2. 

1. 
( )∫ −+− ;236 2 dxxхх                 2. а)   

sinx cos ;e xdx∫                 б)   
∫ +

.
13 2x

xdx

 
Вариант 3. 

1. а)  
( )∫ ++− ;7152 42 dxххх         2.  а)   

( )∫ + ;12 xdxx                б)   

cos
.

3sin 1

xdx

x+∫
 

Вариант 4. 

1.  а)  
( )∫ −+− ;8235 24 dxххх         2. а)   ∫ ;cossin 2 xdxx               б)   

2

4
.

1 3

xdx

x+∫
 

Вариант 5. 

1.  а)  
( )∫ ++− ;648 2 dxxхх          2.   а)   

( )∫ − ;2
22 xdxx

               б)   ∫
.

cos

sin
2 x

xdx

 
Вариант 6. 

1. а)  
( )∫ − ;123

22 dxх
                     2.   а)   ∫ ;sincos xdxe x

              б)   
∫ −

.
94 2x

dx

 
Вариант 7. 

1.  а)  
( )∫ −+− ;825 23 dxxххх       2.   а)   

( )∫ − ;1
32 xdxx

              б)   ∫ +
.

sin2

cos

x

xdx

 
Вариант 8. 
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1. а)  
∫ 







 −+− ;9
124 dx
x

хх

         2.   а)   ∫ ;cossin3 2 xdxx            б)   ∫ +
.

169

4
2x

dx

 
Вариант 9. 

1. а)  
( )∫ −+− ;3243 3 dxххx         2. а)   

( )∫ + ;14 253 dxxx
         б) ( )∫ +

.
xП/6sin2

dx

 
Вариант 10. 

1.  а)  
( )∫ −+− ;2236 25 dxххх            2. а)   

( )∫ ;x-П/3cos dx             б) 
2

2
.

3 1

xdx

x +∫
 

Вариант 11. 

1.  а)  ( )24 8 5 ;х х x dx+ − +∫             2. а)   
( )∫ − ;25

42 xdxx
             б) ∫

.
sin

cos
3 x

xdx

 
Вариант 12. 

1.  а)  ∫
+−+

;
265 23

dx
x

xxx

              2. а)   ∫ ;2xdxtg                         б) ∫ +
.

32 3

2

x

dxx

 
Вариант 13. 

1. а)  
( )∫ −+− ;724 3 dxxхх            2. а)   

( )∫ − ;12 3dxx
             б) ( )∫ −

.
cos1

sin2
2x

xdx

 
Вариант 14. 

1. а)  
( )∫ + ;14

22 dxx
                          2. а)   

( )∫ − ;1
4

dxee xx

              б) ( )∫ −
.

1
32x

xdx

 
Вариант 15. 

1.  а)  
( )∫ −+− ;348 35 dxххх               2.  а)  

( )∫ − ;613 324 dxxx
            б) ∫

.
cos2

3

x

xdxtg

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Что называют неопределённым интегралом? 
2. Сформулируйте свойства неопределенного интеграла. 
3. Запишите табличные интегралы. 
4. Перечислите основные методы интегрирования. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 6 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
 
Цель: 
- сформировать навыки вычисления определённых интегралов по 

формуле Ньютона-Лейбница; 
- развить умение интегрировать методом замены переменной; 
- закрепить знания о свойствах определённых интегралов; 
Формируемые умения, знания, компетенции: З2,ОК 01-06, ПК1.1-

1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 
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выполнению работы, стенды «Таблица интегралов»; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
Интеграл, имеющий заданные пределы интегрирования, называют оп-

ределённым. Непосредственное вычисление определенного интеграла про-
изводится по формуле Ньютона – Лейбница: 

( ) ( ) ( ) ( ),
b

b
a

a

f x dx F x F b F a= = −∫
где а - нижний предел, b - верхний предел, 

F(x)- первообразная функции f(x), F(b)и F(a)-значения первообразной на 
концах промежутка. 

Из этой формулы виден порядок вычисления определенного интегра-
ла:  

1) найти одну из  первообразных  F(x)  данной функции;  
2) вычислить значения F(x)  при  х=а  и  х=b;  

3) найти разность ).()( aFbF −  

Пример 1. Вычислить интеграл:
( )

3
2

1

4 3 .x x dx− +∫
 

Решение. Используя формулы табличных интегралов
∫ +

+
=

+

C
n

x
dxx

n
n

1

1

, 
Сxdx +=∫  и их свойства получим: 

( ) ( )
3 33 3 3 3 3 3 2

32 2 2

1
1 1 1 1 1 1 1

3 3 2 3 3 3 3 2 2
1 1 1

4 3 4 4 12 4 4 12 4 4 12
3 2

4 4 4 128
2 12 (3 1 ) 2(3 1 ) 12(3 1) 26 2 8 12 2 ;

3 3 3 3

x x
x x dx x x dx x dx xdx dx x

x x x

− + = − + = − + = − + =

= − + = − − − + − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

Пример 2. Вычислить интеграл ∫
8

1
3 2x

dx . 

Решение.  Воспользуемся свойствами степени с дробным отрицатель-

ным показателем  

1 m n

n m
x

x

−=
и вычислим определенный интеграл по фор-

муле

1

1

n
n x

x dx С
n

+

= +
+∫ :    

8 8 1/3 8 8
2 /3 33 3

3 2
1 11 1

3 3( 8 1) 3(2 1) 3.
1 / 3

dx x
x dx x

x

−= = = = − = − =∫ ∫
 

Основные свойства определенного интеграла 
1. При перестановке пределов интегрирования знак интеграла меняет-
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ся на противоположный: 

( ) ( ) .
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫
 

2. Отрезок интегрирования можно разбивать на части: 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫
 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

.)()( dxxfcdxxcf
b

a

b

a
∫∫ =

 
4. Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от всех сла-

гаемых: 

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )) .
b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫
 

Пример 3. Вычислить интеграл  ∫ +

2

1
23

2

)2(x

dxx
. 

Решение.  
1). Подынтегральная функция является сложной степенной, непосред-

ственное вычисление по формуле Ньютона-Лейбница невозможно, приме-
ним интегрирование методом замены переменной. Произведем подстанов-

ку tx =+ )2( 3

, тогда 
2 23 , 1 3x dx dt x dx dt= = .  

2). Определим пределы интегрирования для переменной t . При 1=x ,  

получаем   3213 =+=нt ,  при 2=x ,  находим   
32 2 10.ât = + =  

3) Выразим подынтегральное выражение через   t   и  dt  и перейдём к 
новым пределам интегрирования, в результате получим: 

2 10 102 1 10 10
2

3 2 2
3 31 3 3

1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 7 7
( ) ( ) .

( 2) 3 3 1 3 3 10 3 3 30 90

x dx dt t
t dt

x t t

−
−= = = ⋅ = − ⋅ = − − = − ⋅ − =

+ −∫ ∫ ∫
 

Пример  4. Вычислить интеграл  
∫

2/

0

.sincos
π

xdxx
. 

Решение. 1). Положим tx =cos , тогда dtxdx=− sin   и  .sin dtxdx −=  
                  2). Определим новые пределы интегрирования:      

10cos ==нt , 0)2/cos( == πвt . 
3). Выразим подынтегральное выражение через tиdtи, применяя свой-

ства определённого интеграла, получим: 

0 1 3/22 1 1 1
1/2 3

0 0 00 1 0

2 2 2 2
cos sin (1 0) .

3 / 2 3 3 3 3

t
x xdx tdt t dt t t t

π

= − = = = = = − =∫ ∫ ∫
 

Пример 5. Вычислить интеграл
∫

2/

0

3 .sin
π

xdx
. 

Решение. Сначала преобразуем подынтегральное выражение  
xxxxxxxx sincossinsin)cos1(sinsinsin 2223 −=−=⋅=  
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Затем вычислим интеграл от разности функций, заменив его разно-
стью определенных интегралов от каждой функции:  

/2 /2 /2
3 2

0 0 0

sin sin cos sin .xdx xdx x xdx
π π π

= −∫ ∫ ∫
 

Вычислим каждый интеграл отдельно:  
/2

/2
0

0

sin cos (cos ( / 2) cos 0) (0 1) 1;xdx x
π

π π= − = − − = − − =∫
 

/2 2 1
2 2

00 0

1 1
cos sin (0 1) .

3 3 3

t t
x xdx t dt

π

= − = − = − − =∫ ∫
 

Пусть сos x = t, тогда- sinx dx = dt, откуда sinxdx = - dt,  
cos0 1ít = = , 0)2/cos( == πвt . 

Тогда, .
3

2

3

1
1.sin

2/

0

3 =−=∫
π

xdx  

 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Вычислить интеграл по формуле Ньютона - Лейбница. 
2. Найти интеграл методом замены переменной. 
Вариант 1. 

1. 
( )

3
3 2

1

4 6 2 1 ;х х х dx− + +∫
                2. а)   

( )
2

3 2

0

2 1 ;x x dx−∫
              б) 0

sin
.

3 cos

xdx

x

π

−∫
 

Вариант 2. 

1. 
( )

4
2

1

6 3 2 ;х х x dx− + −∫
                 2. а)   

2
sinx

0

cos ;e xdx

π

∫
                 б) 

1

2
0

.
3 1

xdx

x +∫
 

Вариант 3. 

1. 
( )

2
2 4

1

2 15 7 ;х х х dx− + +∫
               2. а)   

( )
3

2

2

1 ;x xdx+∫
               б) 

2

0

cos
.

3sin 1

xdx

x

π

+∫
 

Вариант 4. 

1. 
( )

3
4 2

2

5 3 2 8 ;х х х dx− + −∫
                2.  а)   

2

0

sin cos ;x xdx
π

∫
              б) 

1

2
0

4
.

1 3

xdx

x+∫
 

Вариант 5. 

1. 
( )

4
2

1

8 4 6 ;х х x dx− + +∫
                2.   а)   

( )
3

22

1

2 ;x xdx−∫
               б) 

2
0

sin
.

cos

xdx

x

π

∫
 

Вариант 6. 

1. 
( )

2
22

1

3 2 1 ;х dx−∫
                         2. а) 

cos

2

sin ;xe xdx
π

π
∫

                б)

3 3

2
2 3

.
4 9

dx

x−∫
  

Вариант 7. 
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1. 
( )

4
3 2

1

5 2 8 ;х х х x dx− + −∫
              2.   а) 

( )
2

32

0

1 ;x xdx−∫
                б) 

2

0

cos
.

2 sin

xdx

x

π

+∫
 

Вариант 8. 

1. 

4
4 2

1

1
9 ;х х dx

x

 − + − 
 
∫

                  2.   а) 

2
2

0

3sin cos ;x xdx

π

∫
             б) 

1

2
0

4
.

9 16

dx

x+∫
 

 
Вариант 9. 

1. 
( )

4
3

1

3 4 2 3 ;x х х dx− + −∫
           2. а) 

( )
1

53 2

0

4 1 ;x x dx+∫
           б) ( )

2

2
0

.
sin П/6 x

dx
π

+∫
 

 
Вариант 10. 

1. 
( )

3
5 2

2

6 3 2 2 ;х х х dx− + −∫
               2.   а) 

( )
6

0

cos П/3-x ;dx

π

∫
               б) 

1

2
0

2
.

3 1

xdx

x +∫
 

Вариант 11. 

1. 
( )

4
2

1

4 8 5 ;х х x dx+ − +∫
                 2.   а)  

( )
2

42

1

5 2 ;x xdx−∫
               б) 

2

3
0

cos

sin

xdx

x

π

∫
 

Вариант 12. 

1. 

2 3 2

1

5 6 2
;

x x x
dx

x

+ − +
∫

                     2.   а) 

3
2

4

;tg xdx

π

π
∫

                        б) 

1 2

3
0

.
2 3

x dx

x +∫
 

Вариант 13. 

1. 
( )

4
3

1

4 2 7 ;х х x dx− + −∫
                2. а)  

( )
1

3

1

2

2 1 ;x dx−∫
             б) ( )2

0

2sin
.

1 cos

xdx

x

π

−∫
 

Вариант 14. 

1. 
( )

3
22

2

4 1 ;x dx+∫
                             2.  а)   

( )
1

4

0

1 ;x xe e dx−∫
               б) ( )

2

32
1

.
1

xdx

x −
∫

 
Вариант 15. 

1. 
( )

3
5 3

2

8 4 3 ;х х х dx− + −∫
                   2.  а)   

( )
1

24 3

0

3 1 6 ;x x dx−∫
            б) 

33

2

4

.
cos

tg xdx

x

π

π
∫

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Что называют определённым интегралом? 
2. Сформулируйте свойства определенного интеграла. 
3. Запишите формулу Ньютона- Лейбница. 
4. Перечислите основные методы интегрирования. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 7 

ПРИМЕНЕНИЕ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА  
В ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 

 
 
Цель: 
- сформировать навыки решения физических задач с помощью опре-

делённых интегралов; 
- развить умение находить площадь плоской фигуры и объём тела вра-

щения с помощью определённого интеграла; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У3, У6, ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, стенды «Таблица интегралов»; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
1. Путь, пройденный точкой. Если точка движется прямолинейно и 

её скорость  )(tfv =  есть известная функция времениt, то путь, пройденный 

точкой за промежуток времени   [ ]1 2;t t , вычисляется по формуле:  

dttfs
t

t

)(
2

1

∫=                                                 (1) 

Пример 1.  Тело движется прямолинейно со скоростью  
31,0 tv =  м/с. 

Вычислить путь, пройденный телом за первые 10с. 
Решение.  Применяя формулу (1), находим искомый путь:         

10 4 10
3 4

00

1 1
0,1 10 250( )

10 4 40

t
s t dt м= = ⋅ = ⋅ =∫

 
2. Работа силы.  Если переменная сила  )(xFF =   действует в направ-

лении оси Ох, то работа силы на отрезке [ ],,ba  вычисляется по формуле: 

dxxFA
b

a

)(∫=                                                  (2) 

Пример 2.1. Какую работу нужно совершить, чтобы растянуть пру-
жину на 0,06м, если сила 1 Н растягивает ее на 0,01м? 

Решение.  Согласно закону Гука сила F, растягивающая или сжи-
мающая пружину на xм, равна kxF = , где   k  - коэффициент пропорцио-

нальности. Из условия следует, ,01.01 ⋅= k т.е. 100=k ,и, следовательно 
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xF 100= . Искомую работу находим по формуле (2): 

);(18.00036.050
2

100100
06.0

0

206,0

0

Дж
x

dxxA =⋅=⋅== ∫
 

Пример 2.2.  Сила 196,2 Н растягивает пружину на 18 см.  Какую ра-
боту она производит?  

Решение. По закону Гука kxF = , откуда 
/ 196.2 / 0.18 1090 ( / ).k F x Н м= = =  
Значит, xF 1090= . Находим искомую работу по формуле (2): 

0.18 2 0.18
2

00

1090 1090 545 0.18 17.7( ).
2

x
A xdx Дж= = ⋅ ≈ ⋅ ≈∫

 
3. Площадь плоской фигуры. Площадь криволинейной трапеции 

aABb (рис.1), ограниченной графиком непрерывной функции )(xfy = ,  
осью Ох, отрезками прямых ax =  и bx = , вычисляется по формуле:                                                             

( )
b

a

S f x dx= ∫
                                                   (3) 

 
Рис.1.                                                  Рис.2. 

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лой 2xy = , прямыми 1−=x , 2=x  и осью абсцисс (рис.2). 

Решение. Применяя формулу (3), получаем 
2

2 2 2
1

1

1 1 1
(8 ( 1)) 9 3,

3 3 3
S x dx x −

−

= = = − − = ⋅ =∫
 т.е. 3=S  кв.ед. 

4. Объём тела вращения. Объём тела, образованного в результате 
вращения вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной непре-
рывной кривой )(xfy = , осью Ох, отрезками прямых ax =  и bx = , вычис-
ляется по формуле:  

2
b

a

V y dxπ= ∫
                                              (4) 

Аналогично, объём тела, образованного вращением вокруг оси Оу 
криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой (у)х ϕ= , осью 

Оу, отрезками прямых у с=  и у d= , вычисляется по формуле:  
2

b

a

V x dyπ= ∫
                                                      (5) 

Пример 4.Вычислитьобьём тела, образованного вращением вокруг 

оси Ох площадей, ограниченных линиями: параболой
2 4y x= , прямыми у = 
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0, 4x = . 
Решение. Применяя формулу (4), получаем 

4
2 4 2 2 3

0

0

4 2 2 (4 0 ) 32 (ед .)V xdx xπ π π π= = = − =∫
 

Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Найти путь тела, движущегося с заданной скоростью за данный 

промежуток времени. 
2. Вычислить работу, совершаемую при сжатии или растяжении пру-

жины, пропорционально приложенной силе. 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 
4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

Ох, ограниченной заданными линиями. 
Вариант 1. 

1.   
2

1 23 4 1, 0, 4.V t t t t= + − = =  

2.  1 1 2 20,02 , 30 , 0,03 , ?x м A Дж x м A= = = −  
3.   .2,1,0,02 =−===+− xxyyx  
4.     
Вариант 2. 

1.  
2

1 28 2, 0, 3.V t t t t= − + = =  

2.  1 1 2 20,01 , 10 , 0,08 , ?x м F H x м A= = = −  

3.  .182,1882 +−=+−= xyxxy  
4.    
Вариант 3. 

1.  1 22 3, 0, 5.V t t t= − = =  

2.  1 1 2 20,03 , 15 , 0,06 , ?x м F H x м A= = = −  
3.  .0,01,03 ==−+=+− yyxyx  
4.    
Вариант 4. 

1.  
1 24 cos , , .

6 2
V t t t

π π= = =
 

2.  1 1 2 20,01 , 10 , 0,06 , ?x м F H x м A= = = −  

3.  .3,0,12 ==+= xxxy  

4.    
Вариант 5. 

1.  
2

1 23 4, 0, 6.V t t t= + = =  

2.  1 1 2 20,02 , 60 , 0,12 , ?x м F H x м A= = = −  

3.  .6,1,0,/1 ==== xxyxy  
4.    
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Вариант 6. 

1.  
23 , 0, 31 2V t 2t t t= − = =  

2.  1 1 2 20,02 , 16 , 100 , ?x м A Дж A Дж x= = = −  

3.  .2,1,0,3 2 ===−= xxyxy  
4.    
Вариант 7. 

1.  
2

1 24 3 , 0, 4.V t t t t= − = =  

2.  1 1 2 20,05 , 30 , 0,08 , ?x м A Дж x м A= = = −  

3.  .0,05,042 ==−+=+− yyxyx  
4.  
Вариант 8. 

1.  
2

1 23 6 4, 0, 5.V t t t t= − + = =  

2.  1 20,02 , 80 , 0,15 , 0,2 , ?x м F H x м x м A= = = = −  

3.  .0,562 =−+−= yxxy  
4.    
Вариант 9. 

1.  
1 22 cos , , .

6
V t t t

π π= = =
 

2.  1 20,01 , 20 , 0,02 , 0,04 , ?x м F H x м x м A= = = = −  

3.  .0,01223,042 ==−+=+− yyxyx  
4.    
Вариант 10. 

1.  
2

1 24 3, 0, 6.V t t t t= − + = =  

2.  1 20,01 , 50 , 0,02 , 0,12 , ?x м F H x м x м A= = = = −  

3. .4,6 2 +=−= xyxy  

4.  
2 1, 0.y x y= − =  

Вариант 11. 

1.  
2

1 23 4 4, 0, 3.V t t t t= − − = =  

2.  1 1 2 20,05 , 25 , 0,1 , ?x м A Дж x м A= = = −  

3.  .3,24 xyxy −=+=  

4.   
23 , 0.y х x y= − =  

Вариант 12. 

1.  
2

1 26 3 , 0, 4.V t t t t= + = =  

2.  1 1 2 20,04 , 20 , 80 , ?x м A Дж A Дж x= = = −  

3.  .3,52 +=+−= xyxy  
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4.   
2 х, 0.y x y= − − =  

Вариант 13. 

1.  
3 2

1 28 3 1, 0, 5.V t t t t= + − = =  

2.  1 1 2 20,03 , 30 , 0,04 , ?x м A Дж x м A= = = −  

3.  .4,2,2, =−=−=−= xxxyxy  

4.  2 4 0, 0, 0 .х y y x+ − = = =  
Вариант 14. 

1.  
1 22sin , , .

3 2
V t t t

π π= − = =
 

2.  1 1 2 20,02 , 40 , 0,05 , ?x м F H x м A= = = −  

3.  .,33 xyxxy =−=  

4.   
2 2 4, 0, 2, 4.х y y х х− = = = =  

Вариант 15. 

1. 
2

1 21 10 3 , 0, 6.V t t t t= − + = =  

2.  1 1 2 20,04 , 20 , 0,06 , ?x м F H x м A= = = −  

3. .2,1,5, ==−== xxxyxy  

4. 
2 5х, 0, 0, 3.y x y х х= − + = = =  

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Как найти путь тела, движущегося с заданной скоростью за данный 

промежуток времени? 
2. Запишите формулу работы, совершаемой при сжатии или растяже-

нии пружины, пропорционально приложенной силе. 
3. Сформулируйте правила вычисления площади фигуры, ограничен-

ной заданными линиями? 
4. Запишите формулы объёма тела, образованного вращением фигуры 

вокруг оси Ох и Оу, ограниченной заданными линиями. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 8 

ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ 
 
Цель: 
- развить умение преобразования матриц; 
- сформировать навыки решения системы 3 линейных уравнений с 

тремя переменными методами Крамера и Гаусса; 
- закрепить знания о свойствах матриц; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 
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ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
Матрицей называется квадратная или прямоугольная таблица, запол-

ненная числами. Эти числа называются элементами матрицы. 
Элементы матрицы, расположенные по горизонталям, образуют стро-

ки матрицы. Элементы матрицы, расположенные по вертикалям, образуют 
столбцы матрицы. 

Строки нумеруются слева направо, начиная с номера 1, столбцы ну-
меруются сверху вниз, начиная с номера 1.  

Матрица A , имеющая m строк и n столбцов, называется матрицей 
размера m на n и обозначается А m·n. Элемент ai j матрицы A = {aij} стоит на 
пересечении i - ой строки и j-го столбца. 

 
Главной диагональю квадратной матрицы называется диагональ, ве-

дущая из левого верхнего угла матрицы в правый нижний угол. Побочной 
диагональю квадратной матрицы называется диагональ, ведущая из левого 
нижнего угла матрицы в правый верхний угол. 

Две матрицы считаются равными, если они имеют одинаковую раз-
мерность и их соответствующие элементы равны. 

Каждую матрицу можно умножить на любое число, причем, если k – 
число, то k · A ={k · aij }. 

Матрицы одного и того же размера Am ·n  и  Bm· n можно складывать, 
причем  Am ·n  +  Bm· n = {aij  +bij}.  

Операция сложения матриц обладает свойствами A + B = B + A,  A 
B + C) = (A + B) + C . 

Матрицы Am ·n и Bn·k можно перемножать, причем Am ·n · Bn·k = C m·k , где 

cij= . 
Операция умножения матриц обладает свойствами A·(B·C) = (A·B)·C , 

A·(B+C) = A·B+ A·C. 
В общем случае  A· B ≠ B ·A. 

А = 
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Пример 1. Выполнив действия над матрицами, найдите матрицу 

С=2A-B, где 

4 3 0

2 1 5

1 2 3

A

 
 = − 
 
  , 

1 0 4

3 2 1

5 3 0

B

− 
 =  
 
  .  

Решение: 
Вычислим матрицу 2A размерности 3x3:  

8 6 0

2 4 2 10

2 4 6

A

 
 = − 
 
   

Вычислим матрицу С = 2A-В размерности 3x3: 

C = 2A - B

9 6 4

7 0 9

3 1 6

− 
 = − 
 −  . 

Определителем матрицы третьего порядка называется число, опреде-
ляемое равенством: 

 
 
Это число представляет алгебраическую сумму, состоящую из шести 

слагаемых. В каждое слагаемое входит ровно по одному элементу из каж-
дой строки и каждого столбца матрицы. Каждое слагаемое состоит из про-
изведения трех сомножителей. 

 
Рис.1.1.                                                    Рис.1.2. 

Знаки, с которыми члены определителя входят в формулу нахождения 
определителя третьего порядка можно определить, пользуясь приведенной 
схемой, которая называется правилом треугольников или правилом Сарру-
са. Первые три слагаемые берутся со знаком плюс и определяются из ри-
сунка (1.1.), а последующие три слагаемые берутся со знаком минус и оп-
ределяются из рисунка (1.2). 

Пример 2. Вычислить определитель третьего порядка по правилу 
Сарруса: 
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Решение:  

 
Пример 3. Вычислить определитель третьего порядка методом раз-

ложения по элементам первой строки: 
3 2 2

1 5 8

4 2 1

− −

; 
Решение: 
Используем формулу:   

 
3 2 2

1 5 8

4 2 1

− −

 = 3

5 8

2 1

− −

 -2 

1 8

4 1

−

 +2

1 5

4 2

−

 = 3(-5 + 16) – 2(1+32) + 2( 
2 + 20)= 33 – 66 + 44 = 11. 

Рассмотрим основные свойства определителей: 
• Определитель с нулевой строкой (столбцом) равен нулю. 
• Если у матрицы умножить любую строку (любой столбец) на какое-

либо число, то определитель матрицы умножится на это число. 
• Определитель не меняется при транспонировании матрицы. 
• Определитель меняет знак при перестановке любых двух строк 

(столбцов) матрицы. 
• Определитель матрицы с двумя одинаковыми строками (столбцами) 

равен нулю. 
• Определитель не меняется, если к какой-нибудь строке прибавить 

любую другую строку, умноженную на любое число. Аналогичное утвер-
ждение справедливо и для столбцов. 

 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Найти матрицу преобразования. 
2.Найдите значение определителя по правилу треугольников (правило 

Сарруса). 
3.Разложите определитель по элементам первой строки и вычислите его. 
4. Используя свойства определителя, докажите равенство. 
Вариант 1. 

1.  C =A+3B, если 

2 3 0

2 1 8

2 4 3

A

 
 = − 
 
  , 















−
=

031

142

301

B

.      2.  

4 6

2 1 7

3 5 2

х

х

− −
− ; 
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3. 

2 3 4

5 1 6

1 3 2

−

− − ;      4. 

11 5 6

2 1 7

11 5 6

− −

 = 0;      
Вариант 2. 

1.  C =2A- B,если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.          2. 

1 1

2 2

3 3

х

х

х

−
−

− ; 

3. 

3 2 1

2 4 5

1 2 3 ;         4. 

1 3 5

2 1 7

2 6 10

− −

= 0;   
Вариант 3. 

1.  C = 3A+B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

2 1

2 3 1

1 1 1

х

х

−

− − ;                 

3. 

1 2 3

5 4 2

3 1 3

−

− ;         4. 

3 21 1

2 1 7

3 21 1

− −

 = 0;   
Вариант 4. 

1.  C = A - 4B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

2 2 0

3 1 4

4 3

x

x ;                  

3. 

5 0 0

3 2 1

7 4 5 ;          4. 

1 5 6

2 4 8

3 15 18 = 0;   
Вариант 5. 

1.  C = 4A - B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

2 1

2 4 3

5 1

х

х

−

− − ;               

3. 

4 2 6

3 5 2

2 1 3

−
−

− ;         4. 

3 6 9

5 4 2

1 2 3

− −

 = 0. 
Вариант 6. 

1.  C = A+2B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2.

2 3 1

0 1 3

2 4

х

х

− −
− ;               
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3. 

2 1 0

1 2 3

4 0 1

−
− −

− ;           4. 

4 15 6

7 4 3

4 15 6

−

 = 0. 
Вариант 7. 

1.  C =2A+B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.        2.

5 0

2 3 1

4 0 1

х

х

х

−
−

− ;              

3. 

0 2 1

5 0 2

9 6 0

−

;       4. 

1 2 3

5 6 7

3 6 9

− − −

= 0. 
 
Вариант 8. 

1.  C =3A - B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

3 2

4 7 11

5 10 13

х х

х ;                   

3. 

3 1 2

2 4 6

5 6 11

−

;            4. 

1 3 7

5 4 2

1 3 7

− −

 = 0. 
 
Вариант 9. 

1.  C =A - 3B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

3 5 7

4 6

1 3

х

х

−
− − ;                

3. 

1 1 1

2 3 5

4 1 3

−
−
− ;           4. 

5 4 3

15 12 9

9 6 13  = 0. 
 
Вариант 10. 

1.  C =A - 2B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

1 2

3 4 5

2 1

х

х− ;                   

3. 

2 1 5

1 3 1

1 2 4

−

;             4. 

13 4 5

13 4 5

9 12 15  = 0. 
 
Вариант 11. 
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1.  C =A+4B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

2 3

4 2 5

6 6 7

х

х− −

;               

3. 

1 2 2

3 4 1

5 1 3

−
−

− ;         4. 

2 14 6

5 3 1

4 28 12

− −

 = 0. 
 
Вариант 12. 

1.  C =4A+B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.       2. 

1 1

2 2

3 3

х

х

х

−
−

− ;               

3. 

1 1 1

2 0 3

6 0 5

−
− ;            4. 

14 11 8

1 3 2

14 11 8

− −

 = 0. 
 
Вариант 13. 

1.  C =A+3B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.      2. 

2 1

2 3 1

1 1 1

х

х

−

− − ;                 

3. 

1 2 4

2 1 5

1 1 1

−
−

− − ;          4. 

13 2 17

2 4 5

26 4 34

− −

 = 0. 
Вариант 14. 

1.  C =2A - B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.      2.  

2 2 0

3 1 4

4 3

x

x ;             

3. 

4 2 6

3 5 2

2 1 3

−
−

− ;          4. 

19 2 3

6 4 7

19 2 3

− −

 = 0. 
Вариант 15. 

1.  C =3A +B, если 
















−=
342

812

032

A

, 














−
=

031

142

301

B

.      2.

4 6

2 1 7

3 5 2

х

х

− −
− ;                

3. 

3 1 2

2 4 6

5 6 11

−

;          4. 

26 2 28

5 3 2

13 1 14

−

 = 0. 
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Вопросы для самоконтроля: 
1. Что называют матрицей?  
2. Какие действия производятся над матрицами? 
3. Укажите основные свойства матриц. 
4. Назовите основные свойства определителей. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 9 

НАХОЖДЕНИЕ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ 
 
Цель: 
- развить умение преобразования матриц; 
- сформировать навыки решения системы 3 линейных уравнений с 

тремя переменными методом обратной матрицы; 
- закрепить знания о свойствах обратных матриц; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4. 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Найти матрицы, обратные к данным. 
2. Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы.   
Вариант 1. 

1.

2 3 0

2 1 8

5 4 3

A

 
 = − 
 
  , 















−
=

031

142

301

B

, С=

2 3 4

5 1 6

1 3 2

−

− − ;         2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3,

2 4,

3 3 3.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + − =  

Вариант 2. 

1.  

1 3 2

1 5 8

4 7 1

A

− 
 = − − 
 
  , 

4 1 3

7 5 6

1 8 0

B

− − 
 = − 
 −  ,  С =

3 2 1

2 4 5

1 2 3 ;       2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 1,

2 6,

3 2 6 2.

x x x

x x x

x x x

− − =
 + − =
 − − = −  

Вариант 3. 

1. 

1 5 0

6 4 7

2 1 3

A

− 
 = − 
 −  , 

1 4 6

7 8 9

2 5 0

B

− 
 = − 
 
  , С =

1 2 3

5 4 2

3 1 3

−

− ;          2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 3,

5 2 11,

1.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + + =  

Вариант 4. 
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1.  

5 7 0

2 1 8

4 6 3

A

− 
 = − 
 −  , 

3 0 4

2 4 1

7 5 6

B

− 
 =  
 −  , С =

5 0 0

3 2 1

7 4 5 ;          2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 10,

3 1,

3 5 1.

x x x

x x x

x x x

+ − =
− + − = −
 − + =  

Вариант 5. 

1. 

2 3 0

4 5 6

1 2 7

A

 
 = − 
 −  , 

1 0 3

2 5 7

4 3 5

B

− 
 = − 
 
  ,С =

4 2 6

3 5 2

2 1 3

−
−

− ;          2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 4 1,

2 7 3,

2 5 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − = −
 + + =  

Вариант 6. 

1. 

2 6 4

7 8 5

2 4 3

A

− 
 = − 
 
  , 

3 1 7

5 2 6

1 3 0

B

 
 = − − 
 
  ,С =

2 1 0

1 2 3

4 0 1

−
− −

− ;           2. 








=++
=−+
=−+

.32

,74

,423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 7. 

1. 

1 3 5

2 1 8

6 4 3

A

 
 = − 
 
  , 

2 4 6

1 8 7

5 3 0

B

 
 = − 
 
  , С =

0 2 1

5 0 2

9 6 0

−

;            2.








=++
=++
=−+

.1073

,32

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 8. 

1.  

1 3 0

5 1 8

2 7 3

A

 
 = − 
 
  , 

8 9 3

5 4 1

1 3 2

B

 
 =  
 −  ,С =

3 1 2

2 4 6

5 6 11

−

;           2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

5 1,

3 4 11.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − = −
 + + =  

Вариант 9. 

1.  

7 3 1

2 1 8

5 4 6

A

 
 = − 
 
  , 

1 5 3

2 4 1

1 6 0

B

− 
 =  
 
  ,С =

1 1 1

2 3 5

4 1 3

−
−
− ;          2. 









=−+
=−+

−=+−

.532

,72

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 10. 

1. 

2 3 4

5 1 8

7 4 2

A

 
 = − 
 −  , 

1 0 3

2 4 6

1 7 5

B

− 
 =  
 
  ,С =

2 1 5

1 3 1

1 2 4

−

;           2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 2 5,

10 0,

11.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + + =
 − + = −  

Вариант 11. 

1. 

5 3 1

2 1 4

7 6 3

A

− 
 =  
 
  , 

7 8 9

2 6 4

1 0 3

B

 
 = − 
 
  ,С =

1 2 2

3 4 1

5 1 3

−
−

− ;           2.








=++
=+−
=−+

.723

,52

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 12. 

1. 

6 7 8

1 3 9

5 4 2

A

 
 = − 
 −  , 

1 2 3

5 4 1

1 3 7

B

− 
 =  
 
  ,С =

1 1 1

2 0 3

6 0 5

−
− ;          2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

3 6 7,

9 2 3.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − = −
 − − =  

Вариант 13. 



 44 

1. 

4 3 2

6 1 7

1 4 3

A

− − 
 =  
 
  , 

7 5 3

2 4 1

1 3 6

B

− 
 =  
 −  ,С =

1 2 4

2 1 5

1 1 1

−
−

− − ;   2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 4 11,

2 2 6,

3 2 2.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − − = −
 − + =  

Вариант 14. 

1. 

2 3 0

4 5 7

1 4 6

A

 
 = − 
 −  , 

1 9 5

2 6 7

1 3 4

B

− 
 =  
 −  , С =

4 2 6

3 5 2

2 1 3

−
−

− ;     2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 2,

4 3 2 16,

2 3 17.

x x x

x x x

x x x

+ − = −
 + + =
 − + =  

Вариант 15. 

1. 

7 8 9

1 3 4

2 5 6

A

− 
 =  
 
  , 

6 5 4

2 1 7

8 3 0

B

 
 = − 
 
  ,С =

3 1 2

2 4 6

5 6 11

−

;      2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6,

2 3 4 20,

3 2 5 6.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − =
 − − =  

Вопросы для самоконтроля: 
1. Какую матрицу называют обратной к данной?  
2. Условие существования обратной матрицы? 
3. Укажите основные свойства обратной матрицы. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 10 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
МЕТОДАМИ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

 
Цель: 
- закрепить знания о способах решения системы двух уравнений с 

двумя переменными; 
- сформировать навыки вычисления определителей 2-го порядка; 
- развить умение нахождения решения системы двух линейных урав-

нений с двумя переменными методом Крамера; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4. 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
1. Система двух линейных уравнений с двумя переменными имеет вид: 

1 1 1

2 2 2

,

.

a x b y c

a x b y c

+ =
 + =  где (х;у)- пара чисел, а1,а2,в1, в2, с1,с2- числовые коэффи-
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циенты. 
Пара значений переменных (х;у), обращающая в истинное равенство 

каждое уравнение системы, называется решением системы уравнений с 
двумя переменными. 

2. Решить систему уравнений – значит найти множество её решений. 
При проведении анализа системы возможен один из трёх вариантов 

решения: 
• Система имеет единственное решение – пару чисел (х; у); 
• Система не имеет решения (не совместна) 
• Система имеет множество решений (не определена). 
3. Существуют различные способы решения систем двух линейных 

уравнений: 
3.1. Способ подстановки 
Алгоритм решения системы линейных уравнений с двумя перемен-

ными способом подстановки: 
• Выбрать одно уравнение (удобнее - с наименьшими коэффициента-

ми) и выразить в нём одну переменную через другую, например, x через y. 
• Полученное выражение подставить вместо соответствующей пере-

менной в другое уравнение. Таким образом, получится линейное уравне-
ние с одной неизвестной. 

• Решаем полученное линейное уравнение и получаем значение пер-
вой неизвестной. 

• Подставляем её значение в подстановку и получаем значение вто-
рой неизвестной. 

• Выполнить проверку полученного решения. 
Пример 1. Решить систему уравнений подстановкой: 

 
Решение: 

 
Найдем значение х, подставив значение у в первое уравнение: 

 
Проверка:  

 
Ответ: (-7,8; 6,6) 
 
3.2. Способ сложения (умножения) 
Алгоритм решения системы линейных уравнений с двумя перемен-
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ными способом сложения (умножения) заключается в умножении одного 
или обоих уравнений системы на нужный коэффициент и их последующем 
почленном сложении. В результате решение системы линейных уравнений 
с двумя переменными сводится к решению стандартного уравнения с од-
ной переменной. 

Пример 2. Решим способом сложения следующую систему линейных 
уравнений с двумя неизвестными: 

 
Так как, одинаковых коэффициентов нет ни у одной из переменных, 

уравняем коэффициенты при переменной у. Для этого умножим первое 
уравнение на три, а второе уравнение на два. 

 
Получим следующую систему уравнений: из второго уравнения вычи-

таем первое. Приводим подобные слагаемые и решаем полученное линей-
ное уравнение. 

 
Полученное значение подставляем в первое уравнение нашей исход-

ной системы и решаем получившееся уравнение. 

 
Получилась пара чисел x = 6 и y = 14. Проводим проверку, делаем 

подстановку: 

 
Ответ: (6, 14) 
 
3.3. Метод Крамера 
Решение системы линейных уравнений с двумя переменными спосо-

бом Крамера основано на вычислении определителей второго порядка.  

Определителем матрицы 2-го порядка  называется число, оп-
ределяемое равенством 

 =  
Определитель матрицы 2-го порядка находят по правилу: произведе-

ние элементов главной диагонали минус произведение элементов побоч-
ной диагонали. Главной диагональю квадратной матрицы называется диа-
гональ, ведущая из левого верхнего угла матрицы в правый нижний угол. 
Побочной диагональю называется диагональ, ведущая из левого нижнего 
угла матрицы в правый верхний угол. 

Пример 3.Вычислить определитель 2-го порядка  



 47 

Решение: 
Найдём значение определителя по правилу: произведение элементов 

главной диагонали минус произведение элементов побочной диагонали.  

 
Пример 4. Найти решение системы двух линейных уравнений с двумя 

неизвестными методом Крамера: 
3 2 16,

4 14.

x y

x y

+ =
 − =  
Решение: 
Для системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными 
 
 
единственное решение по правилу Крамера находят следующим образом: 

 =  

 =  

 =  

х1 =  ,  х2 =  
По формулам Крамера получаем: 

 

х1 =   = 
44

11

−
− = 4, х2 = 

2∆
∆ =

22

11

−
− = 2.  

Ответ: (4;2) 
 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1) Решить систему способом подстановки. 
2) Решить систему способом умножения (сложения).  
3) Решить систему методом Крамера.  
Вариант 1.   

1.  

4 17,

3 5 7.

x y

x y

+ =
 − =  2.  

3 2 1,

6 4 2.

x y

x y

− =
 − =  3.  




=+
=+

.1952

,1843

yx

yx

 

Вариант 2.   

1.  

3 5 13,

2 7 81.

x y

x y

− =
 + =  2.  

2 3 3,

6 9 9.

x y

x y

− = −
− + =  3.  

3 5 14,

2 4 20.

x y

x y

+ =
 − = −  

Вариант 3.   

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x   a x  b ,

a x   a x  b

+ =
 + =
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1.  

5 2 6,

7 5 4.

x y

x y

− =
 − =  2.  

2,

2 3 1.

x y

x y

− =
 − = −  3.  

5 2 14,

3 4 25.

x y

x y

− =
 + =  

Вариант 4.   

1.  

5 3 16,

2 4 22.

x y

x y

− =
 + =  2.  

2 5 1,

6 15 3.

x y

x y

− =
 − =  3.  

4 3 27,

2 4 14.

x y

x y

+ = −
 − =  

Вариант 5.   

1.  



=+
=+

.1952

,1843

yx

yx

 2.  

3 4,

3 4.

x y

x y

− = −
 − = −  3.  

8 4 7,

4 2 9.

x y

x y

+ =
 + =  

Вариант 6.   

1.  

2 3 3,

6 9 9.

x y

x y

− = −
− + =  2.  

5 2 6,

7 5 4.

x y

x y

− =
 − =  3.  

2 3 2,

4 6 3.

x y

x y

− =
 − =  

Вариант 7.   

1.  

8 4 7,

4 2 9.

x y

x y

+ =
 + =  2.  

4 17,

3 5 7.

x y

x y

+ =
 − =  3.  

5 2 7,

3 4 25.

x y

x y

− =
 + =  

Вариант 8.   

1.  

2 5 1,

6 15 3.

x y

x y

− =
 − =  2.  

4 9 21,

12 15 51.

x y

x y

+ =
 + =  3.  

2 3 3,

6 9 9.

x y

x y

− = −
− + =  

Вариант 9.   

1.  

4 1,

2 8 2.

x y

x y

− =
 − =  2.  




=+
=+

.1952

,1843

yx

yx

 3.  

2 3 13,

5 7.

x y

x y

+ =
 − =  

Вариант 10.   

1.  

5 3 16,

2 4 22.

x y

x y

− =
 + =  2.  

8 4 7,

4 2 9.

x y

x y

+ =
 + =  3.   

3 2 5,

4 14.

x y

x y

− =
 + =  

Вариант 11.   

1.  

5 2 7,

3 4 25.

x y

x y

− =
 + =  2.  

4 1,

2 8 2.

x y

x y

− =
 − =  3.  

3 5 13,

2 7 81.

x y

x y

− =
 + =  

Вариант 12.   

1.  

2 3 13,

5 7.

x y

x y

+ =
 − =  2.  

8 4 7,

4 2 9.

x y

x y

+ =
 + =  3.  

4 17,

3 5 7.

x y

x y

+ =
 − =  

Вариант 13.   

1.  

4 9 21,

12 15 51.

x y

x y

+ =
 + =  2.  

2 1,

2 4 2.

x y

x y

− = −
 − = −  3.  

5 3 16,

2 4 22.

x y

x y

− =
 + =  

Вариант 14.   

1.  

8 4 7,

4 2 9.

x y

x y

+ =
 + =  2.  

2 3 3,

6 9 9.

x y

x y

− = −
− + =  3.  

5 2 6,

7 5 4.

x y

x y

− =
 − =  

Вариант 15.   

1.  



=+
=+

.1952

,1843

yx

yx

 2.  

2 3 2,

4 6 3.

x y

x y

− =
 − =  3.  

3 2 1,

6 4 2.

x y

x y

− =
 − =  
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Вопросы для самоконтроля: 
1. Что называют системой двух линейных уравнений с двумя неиз-

вестными? 
2. Перечислите основные методы решения системы. 
3. Сформулируйте правило вычисления определителя второго порядка. 
4. Запишите формулы Крамера для решения системы двух линейных 

уравнений с двумя неизвестными.  
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 11 

РЕШЕНИЕ СЛАУ РАЗЛИЧНЫМИ МЕТОДАМИ 
 
Цель: 
- развить умение преобразования матриц и определителей; 
- сформировать навыки решения системы 3 линейных уравнений с 

тремя переменными методами Крамера и Гаусса; 
- закрепить знания о свойствах матрици определителей; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
Свойства матриц и определителей широко применяют при решении 

системы трёх линейных уравнений с тремя неизвестными: 

,  
где х1, х2, х3 – переменные, а11, а12,..,а33- числовые коэффициенты. 

Следует помнить, что при решении системы возможен один из трёх вари-
антов ответа: 

1) система имеет единственное решение – (х1; х2; х3); 
2) система имеет бесконечно много решений (не определена); 
3) система не имеет решений (несовместна). 
Рассмотрим основные методы решения системы трёх линейных урав-

нений с тремя неизвестными.    
а) Метод Крамера позволяет найти единственное решение системы 

трёх линейных уравнений с тремя неизвестными, опираясь на умение вы-
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числять определители третьего порядка, 

 
следующим образом: 

 

 

. 
Пример 1. Найти решение системы трёх линейных уравнений с тремя 

неизвестными по формулам Крамера: 

 
Решение. Находим определители третьего порядка, используя прави-

ло Сарруса или разложение по элементам первой строки: 

 

 

 
Находим решение системы по формулам:    

 

 

Ответ: (- 152; 270; -254) 
б). Метод Гаусса - классический метод решения системы линейных 

алгебраических уравнений. Это метод последовательного исключения пе-
ременных, когда с помощью элементарных преобразований (сложение, 
вычитание уравнений, умножение на коэффициенты) система уравнений 
приводится к равносильной системе треугольного вида, из которого после-
довательно, начиная с последних по номеру переменных, находятся все ос-
тальные переменные. 

Пример 2. 
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Покажем, как методом Гаусса можно решить следующую систему: 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 6,

2 3 3 13,

3 3 8.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + + =
 + + =  
Во – первых, обнулим коэффициенты при х1 во втором и третьем 

уравнениях. Для этого вычтем почленно из второго уравнения системы 
первое уравнение, умноженное на 2, и из третьего уравнения – первое, ум-
ноженное на 3. Имеем: 

1 2 3

2 3

2 3

3 6,

3 1,

6 2 10.

x x x

x x

x x

+ + =
 − + =
− − = −  
Во – вторых, обнулим коэффициент при х2 в третьем уравнении. Для 

этого вычтем из третьего уравнения второе, умноженное на 2. Получим 
легко решаемую систему треугольного вида: 

1 2 3

2 3

3

3 6,

3 1,

4 12.

x x x

x x

x

+ + =
 − + =
 − = −  
В самом деле, из третьего уравнения находим значение х3 =3, подстав-

ляем его во второе уравнение и находим значение х2 = ⅔. Решаем первое 
уравнение и находим х1 =1. 

Таким образом, исходная система решена. 
Ответ: (1; ⅔; 3). 
 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Решить систему методом Крамера 
2. Решить систему методом Гаусса.  
Вариант 1. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3,

2 4,

3 3 3.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + − =                     2.  









=++
=+−
=−+

.723

,52

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 2. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 1,

2 6,

3 2 6 2.

x x x

x x x

x x x

− − =
 + − =
 − − = −                    2.  









=−+
=−+

−=+−

.532

,72

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 3. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 3,

5 2 11,

1.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + + =                     2.  









=++
=−+
=−+

.32

,74

,423

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Вариант 4. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 10,

3 1,

3 5 1.

x x x

x x x

x x x

+ − =
− + − = −
 − + =                         2.  









=+−
=++
=−+

.42

,63

,32

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 5. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 4 1,

2 7 3,

2 5 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − = −
 + + =                         2.  









=++
=++
=−+

.1073

,32

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 6. 

1. 








=++
=−+
=−+

.32

,74

,423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                         2.  








=−+
=+−

=++

.132

,12

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
Вариант 7. 

1. 








=++
=++
=−+

.1073

,32

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                      2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 4 1,

2 7 3,

2 5 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − = −
 + + =  

Вариант 8. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

5 1,

3 4 11.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − = −
 + + =                         2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3,

2 4,

3 3 3.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + − =  

Вариант 9. 

1. 








=−+
=−+

−=+−

.532

,72

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                        2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 1,

2 6,

3 2 6 2.

x x x

x x x

x x x

− − =
 + − =
 − − = −  

Вариант 10. 

1.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 2 5,

10 0,

11.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + + =
 − + = −                          2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 3,

5 2 11,

1.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − =
 + + =  

Вариант 11. 

1. 








=++
=+−
=−+

.723

,52

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                         2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 10,

3 1,

3 5 1.

x x x

x x x

x x x

+ − =
− + − = −
 − + =  

Вариант 12. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

3 6 7,

9 2 3.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − = −
 − − =                        2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 4 1,

2 7 3,

2 5 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − = −
 + + =  
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Вариант 13. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 4 11,

2 2 6,

3 2 2.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − − = −
 − + =              2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

5 1,

3 4 11.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + − = −
 + + =  

Вариант 14. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 2,

4 3 2 16,

2 3 17.

x x x

x x x

x x x

+ − = −
 + + =
 − + =                 2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 2 5,

10 0,

11.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + + =
 − + = −  

Вариант 15. 

1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6,

2 3 4 20,

3 2 5 6.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − =
 − − =                 2.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

3 6 7,

9 2 3.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − = −
 − − =  

Вопросы для самоконтроля: 
1. Назовите основные методы решения систем линейных уравнений. 
2. Опишите метод Крамера для решения систем трех линейных урав-

нений с 3 переменными. 
3. Суть метода Гаусса для решения систем трех линейных уравнений с 

3 переменными. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 12 

ВЫПОЛНЕНИЕ ОПЕРАЦИЙ НАД МНОЖЕСТВАМИ 
 
Цель: 
- сформировать навыки выполнения операций над множествами;  
- развить умения построения диаграммы Эйлера - Венна; 
- закрепить знания об отношениях множеств; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, чертёжные инструменты; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
На конкретных примерах покажем выполнение операций над множе-

ствами, графическое изображение множеств с помощью диаграмм Эйлера. 
Пример 1. Найдите:  
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,, , \ , \ еслиА В А В А В B A∪ ∩ { } { }1;3;5;6 , 1;3 .A B= =
 

Решение: 
Находим: 

{ } { } { }
{ } { } { }

{ } { } { }
{ }

1;3;5;6 1;3 1;3;5;6

1;3;5;6 1;3 1;3

\ 1;3;5;6 \ 1;3 5;6

\ .

А В

А В

А В

B A

∪ = ∪ =

∩ = ∩ =

= =

= ∅  
Пример 2. Найти декартово произведение множеств А={1,2,3} и В = 

{3,5}. 
Решение: Декартовым произведением множеств А и В называется 

множество всех пар, образованных из элементов обоих множеств, первая 
компонента которых принадлежит множеству А, а вторая компонента при-
надлежит множеству В.  

А × В= {(1;3),(1;5),(2;3),(2;5),(3;3),(3;5)} 

А*В 3 5 

1 (1;3) (1,5) 

2 (2,3) (2,5) 

3 (3,3) (3,5) 

 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Изобразите на диаграммах Эйлера – Венна отношения заданных 

множеств.   

2. Выполните операции ; ; \ ; \ .А В А В А B B A∪ ∩  
3. Найдите декартово произведение множеств .BA×  
Вариант 1. 

1.  , .A B B C⊂ ⊂  
2.   А = { 3; 4; 5;7 }, B = { 3; 5; 6 }.  
3.  А = { 2; 3; 5; 6 }, B = { 1; 2; 3 }.      
Вариант 2. 
1.   , , \ .A C B C A B⊂ ⊂ = ∅  
2.   А={ 0; 1; 7; 8 }, B ={ -7; 0; 6; 9 }.  
3.   А = { 1; 5; 7; 9 }, B = { 4; 5; 7 }.     
Вариант 3. 

1.  , , .A C B C C A B⊂ ⊂ = U  
2.   А={ 1; 3; 5; 7 }, B = { 2; 4; 6; 8 }.  
3.   А = { 2; 4; 6; 9 }, B = { 5; 7; 8 }.     
Вариант 4. 
1.   , , .A C B C A B⊂ ⊂ ≠ ∅I  
2.   А={ 1; 2; 3 }, B ={ -1; 0; 2; 3 }.  
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3.   А = { 6; 3; 4; 8 }, B = { 3; 2; 1 }.     
Вариант 5. 

1.   , , , .A B A C B C A B C≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅I I I I I  
2.   А={ 1; 2; 3 }, B ={ 0; 1; 2; 3; 5 }.  
3.   А = { 5; 6; 8; 9 }, B = { 3; 1; 4 }.     
Вариант 6. 
1.   , , .A B A C B C= ∅ = ∅ ≠ ∅I I I  
2.   А={ -3; -1; 0; 1}, B = {2; -1; -2 }.    
3.   А = { 0; 1 },  B = { -1; 0; 1; 2 }.        
Вариант 7. 

1.  , .C D D E⊂ ⊂  
2.   А={ -2; -1; 0; 1; 2 }, B ={ -1; 0; 4 }.                                                                     
3.  А = { 6; 7; 9 },  B = { 1; 2; 5; 7 }.      
Вариант 8. 
1.   , , \ D .C E D E C⊂ ⊂ = ∅  
2.   А={ 0; 1; 2; 3; 7 }, B ={ 5; 3; 1; 0 }. 
3.  А = { 3; 6; 8 },  B = { 6; 3; 2; 1 }.      
Вариант 9. 

1.  , , .C E D E E C D⊂ ⊂ = U  
2.  А={ 1; 2; 3; 7 }, B ={0; 1; 3; 4 }.   
3.  А = { 7; 8; 2; 1 },  B = { 1; 2; 5; 7 }.         
Вариант 10. 
1. , , .C E D E C D⊂ ⊂ ≠ ∅I  
2.  А={ 5; 7; 8 },   B ={ 8; 9 }.  
3.  А = { -2; -1; 0; 6 },  B = { 2; 3; 6 }.          
Вариант 11. 
1. , , , .C D C E D E C D E≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅I I I I I  
2.  А={ 5; 6; 7; 8; 9 }, B ={6; 8; 9 }.                                                                            
3.  А = { -6; 1; 2; 7; 8 },  B = { 3; 6; -4 }.      
Вариант 12. 
1.  , , .C D C E D E= ∅ = ∅ ≠ ∅I I I  
2.   А={ 1; 2; 3; 4 },B={ 0; 1/2; 1}.    
3.  А = { 4; 8; 2; 7 },  B = { 1/3; 5; 1; 8 }.       
Вариант 13. 
1. , .E F F K⊂ ⊂  
2.  А={ 3; 4; 5; 7 }, В ={0; 1; 4; 7} 
3.  А = { 2; 7; 0; 8; 9 },  B = { 5; 1; 2; 3 }.       
Вариант 14. 
1. , , \ .E K F K E F⊂ ⊂ = ∅  
2.  А={ 1/3; 4; 7; 9}, B ={ 6; 7; 9 }.                                                                        
3.  А = { -1; 0; 1; 2 }, B = { 5; 3; 4 }.             
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Вариант 15. 
1.  , , .E K F K K E F⊂ ⊂ = U  
2.  А={1/6; 3; 4 }, B= {1/6; 2; 3; 4}.                                                                          
3.  А = { 0; 1; 2; 5 },  B = { 3; 4; 6; 7 }.          
Вопросы для самоконтроля: 
1. Перечислите основные операции над множествами. 
2. Что изображают диаграммой Эйлера – Венна? 
3. Дайте определение декартовому произведению множеств. 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 13 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ 
 
Цель: 
- сформировать навыки выполнения операций над графами;  
- развить умения построения матрицы инцидентности; 
- закрепить знания о бинарных отношениях; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У4, У7, З3,ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, чертёжные инструменты; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4.   Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Задания для самостоятельного выполнения: 
I.  Задан граф G (рис.1): 
а) составить событие S, удалением двух ребер; 
б) записать матрицу инцидентности Q, определяемую по событиям S; 
в) найти частотную матрицу отношений F, соответствующую матрице Q; 
г) вычислить значения производной на ребрах графа; 
д) построить модель. 

II. Построить дерево (рис.2), зафиксировав вершину .nV  
Вариант 1.  
1. 

 

2.   

 
(рис.1) (рис.2) 
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Вариант 2. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 3. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вариант 4.  
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вариант 5. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 6. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 
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Вариант 7. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 8. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 9. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 10. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вариант 11. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 
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Вариант 12. 
1. 2.      

 
 

(рис.1) (рис.2) 
 
Вариант 13. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вариант 14. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вариант 15. 
1. 2.      

  
(рис.1) (рис.2) 

 
Вопросы для самоконтроля: 
1. Дайте определения графу, подграфу, связному графу. 
2. Перечислите основные операции над графами. 
3. Что называют матрицей инцидентности? 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 14 

КОМПЛЕКСНЫЕЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 
 
Цель:  
- сформировать умения выполнения действий над комплексными чис-

лами в алгебраической форме; 
- развить навыки преобразования мнимой единицы; 
- закрепить знания о свойствах степени; 
Формируемые умения, знания, компетенции: У2, 34, ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы, плакат свойства степени; 
Время выполнения: 2 академических часа; 
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
 Краткие теоретические сведения: 
Сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел в ал-

гебраической форме производится по правилам соответствующих дейст-
вий над многочленами.  

Пример 1. Выполнить сложение, вычитание, умножение и деление 
комплексных чисел: 

Решение: 
1. Сложение комплексных чисел: .51,24 21 iziz +=+=  
По правилу сложения комплексных чисел получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 4 2 1 5 4 1 2 5 5 7z z a a b b i i i i i+ = + + + = + + + = + + + = + . 

2. Вычитание комплексных чисел: .36,53 21 iziz +=+=  
По правилу вычитания комплексных чисел получим: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 3 6 5 3 3 2z z a a b b i i i− = − + − = − + − = − + . 

3. Умножение комплексных чисел: ,451 iz −= .232 iz +=  
По правилу умножения комплексных чисел получим: 

( )( ) ( )( )
( ) .223182158121015

243425352345
2

221121

iiiii

iiiiiiibaibazz

−=−−−=−−+=

=⋅−⋅−⋅+⋅=+−=++=⋅

 
4. Деление комплексных чисел: .54,32 21 iziz +=−=  
Умножаем делимое и делитель на множитель, сопряженный делителю: 
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( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )

2
1 1 2 21

2
2 2 2 2 2

2 3 4 5 8 22 15 18 10 12 15

4 5 4 5 16 25 16 25 1

7 22 7 22
;

41 41 41

a b i a b i i i iz i i i

z a b i a b i i i i

i
i

+ − − − − + −− − += = = = =
+ − + − − − −

− −= = − −

 
Пример 2. Вычислить: ( )815 1, ii +  
Решение: 

1. Так как ( )2 3 21, 1 ,i i i i i i= − = ⋅ = − ⋅ = −  получим: 

( ) ( )7 715 2 1 1 .i i i i i i= ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = −
 

2. Используя соотношение ( ) ii 21 2 =+ , получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 28 2 4 24 21 1 2 16 16 16 1 16.i i i i i + = + = = ⋅ = ⋅ = ⋅ − =

   
 
Задания для самостоятельного выполнения: 
1. Выполните сложение, вычитание, умножение и деление комплекс-

ных чисел в алгебраической форме. 
2. Возведите в степень. 
Вариант 1. 

1. а)  ( ) ( );833 ii −−++  б)  ( ) ( );3254 ii +−−+  в)  ( )( );2145 ii ++    г)  .
3

3

i

i

+
−

 

2.  а)  ;7i   б)  ( ) ;1 15i+   в)  .10862 iiiii ++++  
Вариант 2. 

1. а)  ( ) ( );4745 ii ++−   б)  ( ) ( );3193 ii +−+ в)  ( )( );2828 ii +− г)  .
2

1

−
−

i

i
 

2.  а)  ;23i  б)  ( ) ;1 19i+      в)  .109876 iiiii ++++  
Вариант 3. 

1.  а)  ( ) ( );3523 ii +++      б)  ( ) ( );234 ii +−+  в)  ( )( );3535 ii +− г)  .
3

14

i

i

−
+

 

2.  а)  ;25i  б)  ( ) ;1 5i+       в)  .9753 iiiii ++++  
Вариант 4. 

1. а)  ( ) ( );377 ii +++        б)  ( ) ( );28,042,0 ii +−+  в)  ( )( );2626 ii −+ г)  
.

25

5

i

i

−
+

 

2.  а)  ;21i б)  ( ) ;1 14i+     в)  .1110987 iiiii ++++  
Вариант 5. 

1.  а)  ( ) ( );2815 ii +++      б)  ( ) ( );371 ii −−−  в)  ( )( );4343 ii −+   г)  
.

48

36

i

i

+
−

 

2.  а)  ;18i    б)  ( ) ;1 4i+      в)  .11974 iiiii ++++  
Вариант 6. 

1.  а)  ( ) ( );12 ii ++−−      б)  ( ) ( );262 ii −−+     в)  ( )( );88 ii −+  г)  
.

37

12

i

i

+
−
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2.  а)  ;27i   б)  ( ) ;1 22i+            в)  .109842 iiiii ++++  
Вариант 7. 

1.  а)  ( ) ( );5312 ii −+−          б)  ( ) ( );4365 ii −−−+     в)  ( )( );33 ii −+  г)  
.

31

78

i

i

+
−−

 

2.  а)  ;16i  б)  ( ) ;1 16i+         в)  .1210965 iiiii ++++  
Вариант 8. 

1.  а)  ( ) ( );39215 ii +++        б)  ( ) ( );371 ii −−+     в)  ( )( );10210 ii −+  г)  
.

68

125

i

i

−
+

 

2.  а)  ;8i б)  ( ) ;1 13i+    в)  .8762 iiiii ++++  
Вариант 9. 

1.  а)  ( ) ( );97114 ii +++       б)  ( ) ( );527 ii −−+−   в)  ( )( );661 ii −+−   г)  
.

34

33

i

i

−
+

 

2.  а)  ;13i  б)  ( ) ;1 9i+   в)  .1512954 iiiii ++++  
Вариант 10. 

1.  а)  ( ) ( );2626 ii −−++−       б) ( ) ( );4237 ii +−−  в)  ( )( );2727 ii −+  г)  
.

13

92

−
+
i

i

 

2.  а)  ;12i   б)  ( ) ;1 18i+  в)  .14121086 iiiii ++++  
Вариант 11. 

1.  а)  ( ) ( );1,18,01,02,0 ii −++     б)  ( ) ( );6321 ii +−+  в)  ( )( );4949 ii +−  г)  
.

54

32

i

i

+
−

 

2.  а)  ;17i   б)  ( ) ;1 12i+  в)  .106532 iiiii ++++  
Вариант 12. 

1.  а)  ( ) ( );3478 ii −+−−      б)  ( ) ( );97114 ii +−+   в)  ( )( );11 ii +− г)  
.

32

71

i

i

+
+

 

2.  а)  ;15i  б)  ( ) ;1 10i+   в)  .87654 iiiii ++++  
Вариант 13. 

1.  а)  ( ) ( );14512 ii ++−    б)  ( ) ( );8,05,12,35,0 ii −−−  в)  ( )( );223 ii −+ г)  
.

87

92

i

i

+
+

 

2.  а)  ;26i  б)  ( ) ;1 11i+  в)  .1311753 iiiii ++++  
Вариант 14. 

1.  а)  ( ) ( );4424 ii +−++   б)  ( ) ( );4,05,03,02,0 ii +−−  в) ( )( );2536 ii −−  г)  
.

25

22

i

i

−
−

 

2.  а)  ;19i    б)  ( ) ;1 21i+      в)  .1610842 iiiii ++++  
Вариант 15. 

1.  а)  ( ) ( );81555 ii −++    б)  ( ) ( );49126 ii +−+   в)  ( )( );9191 ii +−  г)  
.

22

43

i

i

+
−−

 

2.  а)  ;22i б)  ( ) ;1 24i+            в)  .13963 iiiii ++++  
Вопросы для самоконтроля: 
1. Дайте определение равным, противоположным, сопряженным, 

мнимым комплексным числам. 
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2. Запишите алгебраическую форму комплексного числа. 
3. Как выполняются действия над комплексными числами в алгебраи-

ческой форме? 
4. Правило вычисления натуральных степеней мнимой единицы? 
 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 15 

РЕШЕНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ НА ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ВЕРОЯТНОСТИ СОБЫТИЯ 

 
Цель:  
- сформировать навыки решения вероятностных задач;  
- развить умения вычисления вероятностей совместных и несовмест-

ных, независимых событий; 
- закрепить знания о теоремах сложения и умножения вероятностей.  
Формируемые умения, знания, компетенции: У2, 34, ОК 01-06, 

ПК1.1-1.3, ПК 2.1-2.4, ПК 3.1-3.4 
Материально – техническое обеспечение: методические указания по 

выполнению работы; 
Время выполнения: 2 академических часа;  
Ход занятия: 
1. Изучить краткие теоретические сведения; 
2. Выполнить задания; 
3. Сделать вывод по работе; 
4. Подготовить защиту работы по контрольным вопросам. 
Краткие теоретические сведения: 
На основе конкретных примеров покажем способы вычисления веро-

ятностей события. 
Пример 1. 
В лотерее из 1000 билетов имеются 200 выигрышных. Вынимают нау-

гад один билет. Чему равна вероятность того, что этот билет выигрышный? 
Решение. 
Общее число различных исходов есть n=1000. Число исходов, благо-

приятствующих получению выигрыша, составляет m=200. Согласно фор-
муле P(A)=m/n, получим Р(А)=200/1000=1/5=0,2. 

Пример 2. 
Из урны, в которой находятся 5 белых и 3 черных шара, вынимают 

один шар. Найти вероятность того, что шар окажется черным. 
Решение. 
Обозначим событие, состоящее в появлении черного шара, через А. 

Общее число случаев n=5+3=8. Число случаев m, благоприятствующих по-
явлению события А, равно 3. По формуле P(A)=m/n получим 
Р(А)=m/n=3/8=0,375. 
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Пример 3. 
Из урны в которой находится 12 белых и 8 черных шаров, вынимают 

наудачу два шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся черны-
ми? 

Решение. 
Обозначим событие, состоящее в проявлении черного шара, через А. 

Общее число возможных случаев n равно числу сочетаний из 20 элементов 

(12+8) по два:  
Число случаев m, благоприятствующих событию А, составляет 

 
По формуле P(A)=m/n находим вероятность появления двух черных 

шаров: Р(А)=m/n=28/190=14/95=0,147. 
Пример 4.  
Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажет-

ся кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно. 
Решение. 
Пусть А- событие, состоящее в том, что наудачу взятое число кратно 

3, а В- в том, что оно кратно 5. Найдем Р(А+В). Так как А и В совместные 
события, то воспользуемся формулойР(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ). 

Всего имеется 90 двузначных чисел: 10,11,…,98,99. Из них 30 являют-
ся кратными 3 (благоприятствуют наступлению события А); 18- кратными 
5 (благоприятствуют наступлению события В) и 6- кратными одновремен-
но 3 и 5 (благоприятствуют наступлению события АВ). Таким образом, 
Р(А)=30/90=1/3, Р(В)=18/90=1/5, Р(АВ)=6/90=1/15, т.е.Р(А+В)=1/3+1/5-
1/15=7/15=0,467. 

Пример 5. 
В одной урне находится 4 белых и 8 черных шаров, в другой – 3 белых 

и 9 черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что 
оба шара окажутся белыми. 

Решение. 
Пусть А - появление белого шара из первой урны, а В - появление бе-

лого шара из второй урны. Очевидно, что события А и В независимы. Най-
дем Р(А) = 4/12=1/3, Р(В) = 3/12=1/4. 

По формуле получим Р(АВ)=Р(А)*Р(В)=(1/3)*(1/4)=1/12=0,083. 
 
Задания для самостоятельного выполнения: 
Найти вероятности данных событий. 
Вариант 1. 
1. В лотерее из 50 билетов 8 выигрышных. Какова вероятность того, 

что среди пяти наугад выбранных билетов два окажутся выигрышными? 
2. На карточках разрезной азбуки написаны 32 буквы русского алфа-

вита. 4 карточки вынимают наугад одну за другой и укладывают на стол в 
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порядке появления. Какова вероятность того, что получится слово “Юг-
ра”? 

3. В урне 6 белых и 9 черных шаров.  Из урны вынимают одновремен-
но два шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся белыми? 

Вариант 2. 
1. Из шести одинаковых карточек разрезной азбуки: “а”, ” е”,  

”м”,” н”,” о”, ” р”   наудачу выбирают четыре карточки и складывают их в 
ряд в порядке их извлечения. Какова  вероятность при этом получить слово 
“море”? 

2. В партии из 15 деталей  имеется 9 стандартных. Найдите вероят-
ность того, что среди семи взятых наугад деталей 5 стандартных? 

3. Из букв слова «производная» наугад выбирается одна буква. Какова 
вероятность того, что выбранная буква будет: а) согласной; в) гласной; с) 
буква «о». 

Вариант 3. 
1. На шести одинаковых карточках написаны буквы “а”, ” в”,  ” к”,” м”, 

”о”, ” с” . Карточки  перемешивают и раскладывают наудачу в ряд. Какова  
вероятность того, чтобы получилось слово “Москва”? 

2. В партии из 10 деталей  имеется 8 стандартных. Найдите вероят-
ность того, что среди двух взятых наугад деталей одна бракованная? 

3. В первой урне находятся 10 белых и 4 черных шаров, а во второй 5 
белых и 9 черных шаров. Из каждой урны вынули по шару. Какова вероят-
ность того, что оба шара окажутся белыми? 

Вариант 4. 
1. Из урны, содержащей 5 шаров с цифрами 1, 2, 3,4,5 извлекают нау-

дачу все шары один за другим. Какова  вероятность того, что номера из-
влеченных шаров идут в порядке возрастания? 

2. Экзаменационные билеты пронумерованы числами от 1 до 35. Ка-
кова вероятность того, что номер выбранного билета нечётный? 

3. Из букв слова «математика» наугад выбирается одна буква. Какова 
вероятность того, что выбранная буква будет: а) согласной; в) гласной; с) 
буква «а». 

Вариант 5. 
1. В партии из 100 деталей 5 % бракованных. Какова  вероятность то-

го, что наугад  выбранная деталь окажется стандартной? 
2. Трехтомное собрание сочинений М.Ю. Лермонтова расположено на 

полке в случайном порядке. Какова вероятность того, что тома стоят по 
порядку номеров? 

3. Из 60 электронасосов имеется 5 бракованных.  Какова вероятность 
того, что три взятых наугад насоса окажутся бракованными? 

Вариант 6. 
1. Из полного набора домино наудачу извлекают одну кость. Какова  

вероятность   того, что число очков на ней четно? 
2. Из 50 электролампочек имеется 4 бракованных.  Какова вероят-
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ность того, что две взятые наугад лампы окажутся бракованными? 
3. Задания программированной контрольной работы пронумерованы 

всеми двухзначными числами.  Какова вероятность того, что номер наугад 
выбранного задания состоит из одинаковых цифр? 

Вариант 7. 
1. Из 60 экзаменационных вопросов учащийся подготовил 50. На эк-

замене он должен ответить на два вопроса. Какова  вероятность того, что 
учащийся ответит на оба вопроса? 

2. В книжном магазине на полке лежит 20 книг, причем 10 книг стоят 
по 20 руб. каждая, 3 книги - по 40 руб. и 7 книг -  по 10руб. Найти вероят-
ность того, что взятые наугад две книги стоят 50 руб.? 

3. Из букв слова «вероятность» наугад выбирается одна буква. Какова 
вероятность того, что выбранная буква будет: а) согласной; в) гласной; с) 
буква «о». 

Вариант 8. 
1. Из 10 билетов лотереи выигрышными являются два. Какова  веро-

ятность того, что среди  взятых наудачу пяти билетов два выигрышных? 
2. На пяти одинаковых карточках написаны буквы “е”,” т”,” н”, ” ь”, ” ф” 

. Карточки  перемешивают и раскладывают наудачу в ряд. Какова вероят-
ность того, чтобы получилось слово “нефть”? 

3. Брошена игральная кость. Какова вероятность того, что выпадет не-
чётное число очков? 

Вариант 9. 
1. В урне 100 шаров, помеченных номерами 1,2,3,…100. Из урны нау-

гад выбирают один шар. Какова  вероятность того, что номер вынутого 
шара содержит цифру 5? 

2. В партии из 10 деталей имеется 6 стандартных. Найдите вероят-
ность того, что среди трёх взятых наугад деталей одна бракованная? 

3. Ребёнок имеет на руках 5 кубиков с буквами: Л, У, К, К, А. Какова 
вероятность того, что ребёнок соберет из кубиков слово "кукла"? 

Вариант 10. 
1. В урне 6 белых и 9 черных шаров.  Из урны вынимают одновремен-

но два шара.  Какова  вероятность того, что оба шара окажутся черными? 
2. На карточках разрезной азбуки написаны 32 буквы русского алфа-

вита. Шесть карточек вынимают наугад одну за другой и укладывают на 
стол в порядке   появления. Какова    вероятность того, что получится сло-
во “призма”? 

3. Цифры 1, 2, 3, …, 9, выписанные на отдельные карточки, склады-
вают в ящик и тщательно перемешивают. Наугад вынимают одну карточ-
ку. Найти вероятность того, что число, написанное на этой карточке: а) 
чётное; б) нечётное; в) двузначное. 

Вариант 11. 
1. В партии из 8 деталей  имеется 6 стандартных. Какова  вероятность 

того, что среди пяти взятых наугад деталей  ровно 3  стандартных? 
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2. Четырехтомное собрание сочинений А.С. Пушкина расположено на 
полке в случайном порядке. Какова вероятность того, что тома стоят по 
порядку номеров? 

3. Для сигнализации об аварии установлены два независимо рабо-
тающих сигнализатора. Вероятность того, что при аварии сигнализатор 
сработает, равна 0,95 для первого сигнализатора и 0,9 для второго. Найти 
вероятность того, что при аварии сработает только один сигнализатор. 

Вариант 12. 
1. Восемь различных книг  расставляют наугад на одной полке. Како-

ва вероятность того, что две  определенные книги окажутся поставленны-
ми рядом? 

2. Экзаменационные билеты пронумерованы числами от 1 до 35. Ка-
кова вероятность того, что номер выбранного билета чётный? 

3. Цифры 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,выписанные на отдельные карточки, скла-
дывают в ящик и тщательно перемешивают. Наугад вынимают одну кар-
точку. Найти вероятность того, что число, написанное на этой карточке: а) 
нечётное; б) чётное; в) трехзначное. 

Вариант 13. 
1. В урне 7 белых и 5 черных шаров.  Из урны наугад вынимают два 

шара.  Найдите вероятность того, что два шара белые. 
2. В книжном магазине на полке лежит 20 книг, причем 10 книг стоят 

по 20 руб. каждая, 3 книги - по 40 руб. и 7 книг -  по 10руб. Найти вероят-
ность того, что взятые наугад две книги стоят 30 руб.? 

3. Ребенок имеет на руках 4 кубика с буквами: С, Л, О, Т. Какова ве-
роятность того, что ребенок соберет из кубиков слово "стол"? 

Вариант 14. 
1. В урне 8 красных и 5 синих шаров.  Из урны наугад вынимают два 

шара. Найдите вероятность того, что они разного цвета. 
2. Брошена игральная кость. Какова вероятность того, что выпадет 

чётное число очков? 
3. Из букв слова «комбинаторика» наугад выбирается одна буква. Ка-

кова вероятность того, что выбранная буква будет: а) согласной; в) глас-
ной; с) буква «о». 

Вариант 15. 
1.Десять различных книг расставляют наугад на одной полке. Найдите 

вероятность того, что три определенные книги окажутся поставленными 
рядом. 

2.В партии из 12 деталей имеется 9 стандартных. Найдите вероятность 
того, что среди семи взятых наугад деталей 6 стандартных? 

3. В первой урне находятся 10 белых и 4 черных шаров, а во второй 5 
белых и 9 черных шаров. Из каждой урны вынули по шару. Какова вероят-
ность того, что оба шара окажутся чёрными? 

Вопросы самоконтроля: 
1. Что называется вероятностью события? 
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2. Сформулируйте теоремы сложения и умножения вероятностей. 
3. Приведите примеры совместных и несовместных, независимых со-

бытий; 
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